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2質点系の連成振動
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保存力とポテンシャルの関係



2質点系の連成振動における運動方程式
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(1) + (2)×pを作ると，

( ) ( ) ( ) ( ){ }
2

1 2 1 2 1 22 1 1dm x px k x px c p x p x
dt

+ = − + + − + −

( ) ( )1: 1 : 1p p p= − −

x1とx2の係数の比が等しくなるようにpの値を決める。すなわち，
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運動方程式は以下の連立線形微分方程式で与えられる。
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したがって，

p = 1のとき，

p = −1のとき，
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q1 = x1 + x2， q2 = x1 − x2とおくと
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q1，q2：一般化座標

単振動している一般化座標
のことを基準座標という。

• q1およびq2は単振動している。このよう
な振動を基準振動という。

• 一般にx1およびx2は単振動とならないが，
基準振動の重ね合わせで表現できる。



2質点系の基準振動
(1) A2 = 0の場合
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(2) A1 = 0の場合
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調和近似：多粒子多次元系における一般論
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x = 0においてU(x)は極小かつ滑らかであるとする。このとき，

2

2
0 0

0 , 0
x x

dU d U A
dx dx= =

= ≡ >

x = 0においてポテンシャルU(x)をMaclaurin展開すると，
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この系に作用している保存力は

xが充分小さい範囲では，3次以上の項が無視できるから，
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A mω = の単振動とみなせる。

これを調和近似という。

非調和振動系の例

• Morse ポテンシャル：2個の中性子間の相互作用ポテンシャル
• Lennard-Jonesポテンシャル：2原子間の相互作用ポテンシャル

A( > 0)とおく Bとおく



1次元多粒子系の連成振動

n 番目 (n = 1, 2, …, N) の粒子に対する運動方程式は，
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質量mのN個からなる質点をばね定数kで直列につないだ連成振動系を考える。

K ≡ k/mとおき，運動方程式を整理すると
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ここで， 両端固定の状況を考え，N個の微分方程式を考える。
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多粒子系の基準振動（解法1）
基準振動を各質点の変位を重ね合わせて表現すると，
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すなわち， ( )
1

1, 2, ,
N

i ij j
j

q b u i N
=

= =∑ 

2
2

2
i

i i
d q q
dt

ω= −が，微分方程式 を満たすように，

基準座標を選び，基準振動
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が求まれば，逆変換によって各質点の変位を求めることができる。
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多粒子系の基準振動（解法1）
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運動方程式

基準振動（仮定）
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これより，N個の連立方程式が得られる。
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N個の連立方程式を行列で表すと，

a1 = a2 =・・・= aN = 0以外の解をもつための条件は det 0A =

N次方程式の解析解は得られないが，N個の解，すなわちN個の基準振動が存在することが解る。

であり，ω2に関する N 次方程式が得られる。



多粒子系の基準振動（解法1）
例として，N = 2の場合に連立方程式を行列で表すと，
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非自明な解を持つためには，
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これより， ω > 0より，
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基準振動を と仮定したときの運動方程式は，

多粒子系の基準振動（解法2）
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いま，n 番目の粒子の振幅を以下のように仮定してωを求める。
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ω（> 0）について解くと，
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境界条件

un = 0 （左側の壁）
uN + 1 = 0（右側の壁）
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であるから，無限個のαが存在するとωpも無限個存在してしまう。
N個の粒子からなる系の基準振動はN個しか存在しないので，
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よって，p番目の基準振動をしている n番目の粒子の振幅は，
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各粒子の変位量を縦軸にとり，右向きの変位を正，左向きの変位を負に対応させて考える。
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p番目の基準振動の波長λpは，
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上図は p =1の場合の基準振動に対応している。
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N = 9の場合の基準振動の例
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1次元多粒子系の連成振動における基準振動
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p番目の基準振動の角振動数

n番目の粒子におけるp番目の基準振動の振幅

n番目の粒子におけるp番目の基準振動の変位量

( )ω β+= p pi t
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n番目の粒子に対してN個の基準振動を重ね合わせると，
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