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第17回 スカラー場の勾配



勾配と微分演算子∇

( , , )x y zφ φ=スカラー関数

grad , ,i j k
x y z x y z

φ φ φ
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   



 

と書くことができる。

(1)

(2)

(3)

, ,i j k
x y z x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ ≡ + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 



 

に対する勾配は，

grad φ φ= ∇

と書くことができる。これは，スカラー関数φに微分演算子

（𝛻𝛻はナブラと読む）が作用したものと考えることができる。すなわち，勾配は𝛻𝛻を用いて，



スカラー場の勾配
( , , )x y zφ φ=スカラー関数

スカラー関数の全微分 d dx dy dz
x y z
φ φ φφ

 ∂ ∂ ∂   = + +    ∂ ∂ ∂    

( , , )dr dx dy dz dxi dyj dzk= = + +


 



grad , , i j k
x y z x y z
φ φ φ φ φ φφ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 



 

微小変位

φの勾配

grad dr dx dy dz d
x y z
φ φ φφ φ

 ∂ ∂ ∂   ⋅ = + + =    ∂ ∂ ∂    



(4)

(7)

(5)

(6)

x方向にdx移動した
ときのφの変化

dφは，φ(x ，y，z)をx ，y，zの各方向にそれぞれdx ，dy，dz移動したときの変化量
を足し合わせたものを意味する。

(5)と(6)の内積をとると，

スカラー関数 φ の全微分



スカラー場の勾配

grad grad cosd dr drφ φ φ θ= ⋅ =
 

微小変位 𝑑𝑑𝑟𝑟 をφ = 一定（ex. 等電位面）の方向に選んだとき，

0grad dr dx dy dz
x y

d
z

φ φ φφ φ
 ∂ ∂ ∂   ⋅ = + + =    ∂ ∂ ∂    

=


grad drφ∴ ⊥


grad φ の向きは等電位面に垂直になっている．

φの勾配と微小変位 𝑑𝑑𝑟𝑟 のなす角をθとして， φの勾配と微小変位 𝑑𝑑𝑟𝑟の内積を考えると

となり，φの勾配と微小変位 𝑑𝑑𝑟𝑟 の内積が最大となるのはθ = 0のときである。
よって，スカラー場の傾きは等電位面に垂直な方向で最も大きくなる。
そして，その方向の傾きがgrad φの大きさになっている。

grad cosφ φ θ∴ =
d
dr

x

y

φ

O

( , )x yφ φ=

grad φ



第18回 ベクトル場の発散



発散と微分演算子∇

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )= + +



 

x y zE x y z E x y z i E x y z j E x y z kベクトル関数

div
∂∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

 yx zEE EE
x y z

と書くことができる。

(1)

(2)

(3)

, ,i j k
x y z x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ ≡ + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 



 

に対する発散は，

div = ∇ ⋅
 

E E

と書くことができる。これは，ベクトル関数𝐸𝐸に微分演算子

（𝛻𝛻はナブラと読む）が作用したものと考えることができる。すなわち，発散は𝛻𝛻を用いて，



閉曲面のフラックス
電気力線

各点における電場のようすを直感的にとらえるために，電気力線の接線方向が
電場の方向と一致するように描いた線

ex) 磁力線，磁束線，流線なども同様に議論できる。

電気力線を貫く電気力線の本数

Φin

Φout

Φin

Φout

Φin

Φout

Φin = Φout Φin < Φout Φin > Φout

(a) 何もなし (b) 湧き出しあり (c) 吸い込みあり

閉曲面S



閉曲面のフラックス
正味の湧き出しの量 out inΦ = Φ − Φ

閉曲面S

Φin

Φout

Φin

Φout

Φin

Φout

Φ = Φout − Φin = 0 Φ = Φout − Φin > 0

(a) 何もなし (b) 湧き出しあり (c) 吸い込みあり

Φ = Φout − Φin < 0

閉曲面Sを貫く電気力線の本数
S

E dSΦ = ⋅∫




閉曲面

閉曲面S全体に渡って面積
分することを意味する。

dS ndS=




（面積ベクトル）

“吸い込み”は“負の湧き出し”と考える。

閉曲面Sによって囲まれた湧き出しの量

n


dS



湧き出しと発散
点(x, y, z)における微小体積∆x∆y∆z（表面積∆S）を考え， ∆Sのフラックス を求める。

先ず，微小面∆y∆zを貫く𝐸𝐸を考える。

( , , )
2x
xE x y z y z∆

+ ∆ ∆

( , , )
2x
xE x y z y z∆

− ∆ ∆

x = x + ∆x/2における微小面∆y∆zに関するフラックスは，

x = x − ∆x/2における微小面∆y∆zに関するフラックスは，

( , , ) ( , , )
2 2

x
x x

Ex xE x y z E x y z
x

∂∆ ∆
± = ±

∂

( , , ) ( , , )
2 2

x
x x

Ex xE x y z E x y z y z x y z
x

∂∆ ∆ + − − ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆  ∂ 

と近似できるから，𝐸𝐸が微小面∆y∆zを内から外へ貫
く正味の湧き出し量は，

ここで，

S

E dS
∆

∆Φ = ⋅∫




(x, y, z)

x

y

z

O

( , , )
2x
xE x y z∆

+( , , )
2x
xE x y z∆

−

2
xx ∆

+
2
xx ∆

− x

y 2
yy ∆

+

2
yy ∆

−



湧き出しと発散

( , , ) ( , , )
2 2

z
x x

Ez zE x y z E x y z y z x y z
z

∂∆ ∆ + − − ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆  ∂ 

( , , ) ( , , )
2 2

y
x x

Ey yE x y z E x y z y z x y z
y

∂∆ ∆ + − − ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆  ∂ 

( , , ) ( , , )
2 2

x
x x

Ex xE x y z E x y z y z x y z
x

∂∆ ∆ + − − ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆  ∂ 

以上より，𝐸𝐸が微小面∆y∆zを内から外へ貫く正味の湧き出し量は，

同様に，𝐸𝐸が微小面∆z∆xを内から外へ貫く正味の湧き出し量は，

𝐸𝐸が微小面∆x∆yを内から外へ貫く正味の湧き出し量は，

yx z

S

EE EE dS x y z
x y z∆

∂ ∂ ∂
∆Φ = ⋅ = + + ∆ ∆ ∆ ∂ ∂ ∂ 

∫




点(x, y, z)における微小体積∆V=∆x∆y∆zの表面∆Sを内から外へ貫
く正味の湧き出し量（フラックス）は，

点(x, y, z)における単位体積あたりの湧き出し（発散）は，

0 0

1div lim lim yx z
V V

S

EE EE E dS E
V V x y z∆ → ∆ →

∆

∂∂ ∂∆Φ
= = ⋅ = + + = ∇ ⋅

∆ ∆ ∂ ∂ ∂∫
  



(x, y, z)
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+
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ガウスの発散定理

V1

V2

S1

S2

S

1 2S S S

E dS E dS E dS∴ ⋅ + ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫
    

  

1
lim

i

n

n i S S

E dS E dS
→∞

= ∆

⋅ = ⋅∑ ∫ ∫
  

 

ベクトル場 𝐸𝐸において，ある閉曲面Sを貫いて外に湧き出していくフラックスを
考える。閉曲面Sで囲まれる体積をVとし，それをV1とV2に分割する。

それぞれの表面積，すなわち閉曲面をS1，S2とすると，両者が共有す
る面の面積分は，一方から出たものは他方では入るものであるから，

体積Vを微小体積∆Vi（表面積∆S）に隙間なくn個に分割し，n → ∞ とする。共有する面につ
いての面積分では互いに打ち消し合い，結局，隣り合う面のない表面Sのみの積分が残るから，

微小体積については，次式が成り立つから

S1とS2についての面積分の和をとると，共有する面の面積分は互いに打
ち消し合って，結局，閉曲面Sを貫いて出るフラックスに等しくなる。

1
lim div div

n

i in i V

E V E dV
→∞

=

∆ =∑ ∫
 

div
S V

E dS E dV∴ ⋅ =∫ ∫
 



閉曲面 体積

ガウスの発散定理

閉曲面Sを貫いているベクトル 𝑬𝑬のフラックスは，
その体積内部に含まれる𝑬𝑬の湧き出しの総量に等しい。



第19回 ベクトル場の回転



回転と微分演算子∇

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )= + +



 

x y zE x y z E x y z i E x y z j E x y z kベクトル関数

rot
∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    




 y yx xz zE EE EE EE i j k
y z z x x y

と書くことができる。

(1)

(2)

(3)

, ,i j k
x y z x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ ≡ + + =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 



 

に対する回転は，

rot ∂ ∂ ∂
= ∇× =

∂ ∂ ∂



 

 

x y z

i j k

E E
x y z

E E E

と書くことができる。これは，ベクトル関数𝐸𝐸に微分演算子

（𝛻𝛻はナブラと読む）が作用したものと考えることができる。すなわち，回転は𝛻𝛻を用いて，



電場の周回積分と循環

E


A

B

C1

C2

右図の電場のなかをA → Bまで単位電荷を移動させるときの仕事について考える。

• C1では電場の流れに乗る
• C2では電場の流れに逆らう

渦が存在するため，
経路によって必要とする仕事が異なる。

仕事の差
1 2 1 2

B B B A

A( ) A( ) A( ) B( )C C C C
E dr E dr E dr E drΓ = ⋅ − ⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫ ∫ ∫
   

   

C1とC2でつくられる閉曲線をCとすれば，

C

E drΓ∴ = ⋅∫






• 閉曲線C一周についての積分（周回積分）
• Γは循環（circulation）とよばれる。

Γ > 0 : 積分した方向の渦があるとき
Γ ＜ 0 : 積分した方向と逆向きの渦があるとき

ここで，



渦と回転

P
閉曲線∆C
(面積∆S)

循環
C

E drΓ
∆

∆ = ⋅∫






ある点Pにおける単位面積あたりの平均の渦の量は S
Γ∆

∆

ある点Pにおける単位面積あたりの渦の量（定量化）

0 0

1(rot ) lim lim
S S

C

E n E dr
S S
Γ

∆ → ∆ →
∆

∆
⋅ = = ⋅

∆ ∆ ∫
 

 



(rot ) (rot ) (rot )E n E n S E S
S
Γ Γ∆

⋅ = ⇒ ∴ ∆ = ⋅ ∆ = ⋅∆
∆

  

 

渦に対して右ねじの進む向きと渦の強さを大きさにもつ
ベクトルを と書くと，∆Sに垂直な成分は，rot E



また，∆Sが十分小さければ，

S∆


とおく

S n S∆ = ∆




閉曲線∆C
(面積∆S)

rot E


E




ベクトル場 の回転

(x, y, z)

(x, y+∆y, z+∆z)(x, y, z+∆z)

(x, y+∆y, z)

y

z

O

(x, y, z)から(x, y+∆y, z)までの線積分では， であり，∆yが微
小なので，積分区間での電場は𝐸𝐸 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 = 一定とみなせるから，

(0, ,0)r y∆ = ∆


( , , , )yE dr E x y z t y⋅ = ∆∫




(x, y+∆y, z)から(x, y+∆y, z+∆z)では， であり， ∆zが微小なので，
積分区間では𝐸𝐸 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 + Δ𝑦𝑦, 𝑧𝑧 = 一定とみなせるから，

(0,0, )r z∆ = ∆


( , , , )zE dr E x y y z t z⋅ = + ∆ ∆∫




(x, y+∆y, z+∆z)から(x, y, z+∆z)では， であり，∆yが微小なので，
積分区間では𝐸𝐸 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 + Δ𝑧𝑧 = 一定とみなせるから，

(0, ,0)r y∆ = − ∆


( , , , )yE dr E x y z z t y⋅ = − + ∆ ∆∫




最後に，(x, y, z+∆z)から(x, y, z)では， であり，∆zが微小なので，
積分区間では𝐸𝐸 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 = 一定とみなせるから，

(0,0, )r z∆ = −∆


( , , , )zE dr E x y z t z⋅ = − ∆∫




いま，右図のyz面内の微小ループ∆Cxに対して循環 ∆Γ を求める。

E


ベクトル場 の回転の具体的表式について考える。

xC

E drΓ
∆

∆ = ⋅∫




閉曲線

E




ベクトル場 の回転

(x, y, z)

(x, y+∆y, z+∆z)(x, y, z+∆z)

(x, y+∆y, z)

y

z

O

右図の微小ループ∆Cxに対して，線積分を実行すると，

[ ]( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

( , , , ) ( , , , )

x

z z
C

y z

z z

y z

E dr E x y y z t E x y z t z

E x y z z t E x y z t y

E x y y z t E x y z t
y z

y

E x y z z t E x y z t
y z

z

⋅ = + ∆ − ∆

 − + ∆ − ∆ 

 + ∆ −
= ∆ ∆ ∆ 

+ ∆ − 
− ∆ ∆ ∆ 

∫




閉曲線

x

yz

C

EE
E dr y z

y z
Γ

∂ ∂
∴ ∆ = ⋅ = − ∆ ∆ 

∂ ∂ 
∫





閉曲線

ここで∆yと∆zが微小であることを考慮して，

E


よって，点(x, y, z)におけるyz平面内の単位面積あたりの渦の強さ，すなわち点(x, y, z)における回転 のx成分はrot E


0 0

1(rot ) lim lim
x

yz
x S S

C

EEE E dr
S S y z
Γ

∆ → ∆ →
∆

∂∂∆
∴ = = ⋅ = −

∆ ∆ ∂ ∂∫
 







以上より，回転のx成分は，

(rot ) ,x z
y

E E
E

z x
∂ ∂

= −
∂ ∂



(rot ) y x
z

E E
E

x y
∂ ∂

= −
∂ ∂



他の成分も同様に求めると，

これより，

(rot ) yz
x

EEE
y z

∂∂
= −

∂ ∂



ベクトル場 の回転E


rot y yx xz zE EE EE EE i j k
y z z x x y

∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    




 

と書くことができる。

rot ∂ ∂ ∂
= ∇× =

∂ ∂ ∂



 

 

x y z

i j k

E E
x y z

E E E

または，ナブラ演算子∇用いて，



ストークスの定理

1 2C C C

E dr E dr E dr∴ ⋅ + ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫
  

  

  

1
lim

i

n

n i C C

E dr E dr
→∞

= ∆

⋅ = ⋅∑ ∫ ∫
 

 

 

C

rotΓ
∆

∆ = ⋅ = ⋅∆∫
 





i

i
C

E dr E SC1

C2

C

ベクトル場 𝐸𝐸 において，あるループCについての周回積分を考える。

ループCをC1とC2に分割したとき

共有する辺の線積分は互いに逆向きとなるので， C1とC2に
ついての周回積分の和をとると，共有する辺の線積分は互い
に打ち消し合って，結局ループCの周回積分になる、

ループCを微小なループ∆Ci（面積∆S）に隙間なくn個に
分割し，n → ∞ とする。

微小ループ∆Ciにおいても，共有する辺の線積分は互い
に打ち消し合って，結局ループCの周回積分になるから、

微小ループ∆Ciに対する循環



ストークスの定理

1
lim

i

n

n i C C

E dr E dr
→∞

= ∆

⋅ = ⋅∑ ∫ ∫
 

 

 

1
lim rot

n

in i C

E S E dr
→∞

=

⋅∆ = ⋅∑ ∫
 




rot

C S

E dr E dS∴ ⋅ = ⋅∫ ∫
 





C

rot
iC

E dr E S
∆

⋅ = ⋅∆∫
 





ベクトル場 𝐸𝐸 において，あるループCについての周回積分を考える。

ループCを微小なループ∆Ci（面積∆S）に隙間なくn個に分割し，n → ∞ とする。

微小ループ∆Ciにおいても，共有する辺の線積分は互いに打ち
消し合って，結局ループCの周回積分になるので、

rot
i

i i
C

E dr E SΓ
∆

∆ = ⋅ = ⋅∆∫
 





各々の微小ループ∆Ciに対して，

が成り立つから，

ストークスの定理

ある閉曲線Cについてのベクトル 𝑬𝑬の周回積分は，
それを縁とする面内の𝑬𝑬の回転の総量に等しい。1

lim rot rot
→∞

=

⋅∆ = ⋅∑ ∫
  



n

in i C

E S E dS



第20回 ベクトル解析の応用例



マクスウェル方程式（微分形と積分形）

D ρ∇ ⋅ =


0B∇ ⋅ =


DH i
t

∂
∇ × = +

∂






BE
t

∂
∇ × = −

∂





電場に関するガウスの法則：

磁場に関するガウスの法則：

マクスウェル-アンペールの法則：

ファラデーの電磁誘導の法則：

i j k
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

 

ナブラ演算子

真電荷は電束密度の湧き出しである。

磁束密度には湧き出しがない。

電流および電束の時間変化は渦状の磁場を作る。

磁束の時間変化は渦状の電場を作る。

0

n
S

D dS Q=∫
閉曲面

0

0n
S

B dS =∫
閉曲面

n
n

C S

D
H dr i dS

t
∂ ⋅ = + ∂ ∫ ∫







閉曲線 曲面

n

C S

B
E dr dS

t
∂

⋅ = −
∂∫ ∫







閉曲線 曲面

【微分形】 【積分形】



マクスウェル方程式と電磁波
真空中のマクスウェル方程式

0E∇ ⋅ =


0B∇ ⋅ =


0 0
EB
t

ε µ ∂
∇ × =

∂





BE
t

∂
∇ × = −

∂





(1)

(2)

(3)

(4)

(3)より， 0
EB
t

ε
 ∂

∇ × ∇ × = ∇ ×   ∂ 





左辺は， grad divB B B B∇ × ∇ × = − ∆ = −∆
   

右辺は，
2

0 0 0 0 0 0 0 0 2( )E B BE
t t t t t

ε µ ε µ ε µ ε µ
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∇ × = ∇ × = − = −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  



2 2 2 2

0 02 2 2 2
B B B B

x y z t
µ ε

 ∂ ∂ ∂ ∂
∴ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

   

(4)より， BE
t

 ∂
∇ × ∇ × = ∇ × −  ∂ 





左辺は， grad divE E E E∇ × ∇ × = − ∆ = −∆
   

右辺は， ( )
2

2
B E EB
t t t t t

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ × − = − ∇ × = − = −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  



2 2 2 2

0 02 2 2 2
E E E E

x y z t
µ ε

 ∂ ∂ ∂ ∂
∴ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

   

磁束密度に関する波動方程式

電場に関する波動方程式

0

0

D E

B H

ε

µ

=

=

 

 

( , , , ) 0

( , , , ) 0

x y z t

i x y z t

ρ =

=




(5)

(6)

ここで，



電荷保存則（微分形）

荷電粒子

物体の内部に分布する電気量

( ) ( , )Q t r t dVρ= ∫


物体全体

電荷保存則（微分形）

S

dQ i n dS
dt

= − ⋅∫




閉曲面

電荷保存則の数学的表現

(1)

(2)

(2)を(1)へ代入して，

( , )

V S

r t dV i n dS
t

ρ∂
= − ⋅

∂∫ ∫






領域 閉曲面

ガウスの定理を用いて，
( , ) div 0

V

r t i dV
t

ρ∂ + = ∂ ∫




領域

( , ) div 0r t i
t

ρ∂
∴ + =

∂





これより，

dV

dVr

x

y

z

O

閉曲面Sで囲まれ
た体積Vの物体

n

電流



マクスウェル方程式と電荷保存則

(1)rot DH i
t

∂
= +

∂






マクスウェル-アンペールの法則：

電流および電束の時間変化は渦状の磁場を作る。

(1)式の両辺の発散をとると，

div rot div DH i
t

 ∂
= +  ∂ 






( )0 div divi D
t

∂
= +

∂




電束密度に関するガウスの法則

div D ρ=


電荷保存則（微分形）( , ) div 0r t i
t

ρ∂
∴ + =

∂





を用いて，

dV

dVr

x

y

z

O

閉曲面Sで囲まれ
た体積Vの物体

n

電流

荷電粒子



勾配，発散，回転のまとめ

rot
C S

E dr E dS⋅ = ⋅∫ ∫
 





閉曲線 曲面

ストークスの定理

div
S V

E dS E dV⋅ =∫ ∫
 



閉曲面 体積

ガウスの発散定理

rot

x y z

y yx xz z

i j k

E E
x y z

E E E

E EE EE Ei j k
y z z x x y

∂ ∂ ∂
= ∇× =

∂ ∂ ∂

∂ ∂   ∂ ∂∂ ∂ = − + − + −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    



 

 



 

div yx zEE EE E
x y z

∂∂ ∂
= ∇ ⋅ = + +

∂ ∂ ∂

 

grad i j k
x y z
φ φ φφ φ ∂ ∂ ∂

= ∇ = + +
∂ ∂ ∂



 

i j k
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

 ナブラ
nabla

勾配
gradient

発散
divergence

回転
rotation

スカラーポテンシャル

grad rot 0E Eφ= − =
 

ベクトルポテンシャル
rot div 0B A B= =
 

のとき，

のとき，

を満たす。

を満たす。
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