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第3回 運動方程式の決定



運動の3法則
第1法則（慣性の法則）

第2法則（運動方程式）

第3法則（作用・反作用の法則）

すべての物体は外力によってその状態を空けられない限り，その静止の
状態あるいは一直線上の一様な運動の状態を，そのまま続ける。

質点に力が作用すると加速度が発生する。質点の質量m，加速度𝑎⃗𝑎，力𝐹⃗𝐹の
間には次の関係式が成り立つ。

質点1が質点2に力𝐹⃗𝐹12を及ぼしているときには，必ず同時に質点2が質点1に
力𝐹⃗𝐹21を及ぼしている。このとき，次の式が成り立つ。
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力の単位

質量1 kgの質点が加速度の大きさ1 m/s2で運動しているとき，そ
の質点に作用している力の大きさを1 N（ニュートン）とする。

1 N = 1 kg×1 m/s2 = 1 kg・m/s2

アイザック ニュートン
(1643-1727)



放物運動（斜方投射）
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放物運動（斜方投射）
運動方程式より，
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単振動

単振動の運動方程式
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単振動の運動方程式を解く
単振動の運動方程式
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単振動の運動方程式を解く
(3)式の両辺を時間tで積分して，
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ここでCは積分定数である。初期条件として，
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x = x(t)を求めるために， についての積分を考える。22
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(6)の左辺について考える。
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(7)と(8)から，
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単振動の運動方程式は，
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単振動の運動方程式の解は，

A：振幅位相

ここで， 0
k
m
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ω0：角振動数

δ：初期位相 (t = 0での位相)



単振り子

天井から長さl〔m〕の糸で質量m〔kg〕のおもり
をつり下げ，鉛直面内で振動させる。
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T
s軸
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θ鉛直線
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Fs

l ・ おもりのつりあいの位置をOとする。
・ 円弧に沿って座標s(t)〔m〕を導入（束縛運動）。

Fs = −mgsinθ

鉛直線と糸のなす角 θ = θ(t)
おもりの位置 s = s(t) = lθ(t)

おもりに作用する重力のs方向成分（円弧の接線方向成分）。

（3.9）

おもり



単振り子の運動方程式を解く
おもりの運動方程式
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さらに整理すると，
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ばねによる単振動と単振り子の比較
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斜面上の物体の運動（束縛運動）
角度θの斜面上を質量 m の物体が滑り降りている。その物体の運動を求めよ。

ただし，物体と斜面の間の動摩擦係数をµ’とする。
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物体の運動方程式は，
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これよりx軸方向の運動方程式は，
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斜面上の物体の運動（束縛運動）

となり，物体は等加速度運動していることが分かる。
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ここで，C, Dは初期条件から決まる積分定数である。

x軸方向の運動方程式は，
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得られた加速度を時間 t で積分することにより，

得られた速度を時間 t で積分することにより，
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動径方向の運動方程式は，

rをθ(t)の関数としてtに依存していると考えて，

を用いると，

惑星の運動
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さらに，r = 1/uとおくと，
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これより，惑星の軌道に関する式が得られる。
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第4回 粘性抵抗を受ける質点の運動



• 物体が流体（液体や気体）中を運動するとき，流体から受ける抵抗力のこと。
• 物体の形状や速度などに依存してさまざまなバリエーションがある。

もっとも簡単なものとして，物体の速度に比例するような粘性抵抗を考える。
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雨粒の落下運動
雨粒が雲から自由落下すると考えて，その後の運動を考える。雨粒には(1)式の粘性抵

抗が作用しているものとする。
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雨粒の運動方程式
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したがって，時刻tにおける雨粒の速度v(t)は，次式で与えられる。
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次に時刻tにおける雨粒の位置座標x(t)を求める。
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したがって，時刻tにおける雨粒の位置座標x(t)は次式で与えられる。
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以上まとめて，
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時刻tにおける雨粒の速度：

時刻tにおける雨粒の位置：

雨粒の運動方程式： kvmg
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考察
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(1) tが十分小さいとき，

と近似できるから，とおくと， t
m
ket

m
kt

m
ky y −≈=






−= − 1exp

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 1 +
𝑥𝑥
1!

+
𝑥𝑥2

2!
+
𝑥𝑥3

3!
+ ⋯ ,

粘性抵抗がない場合の
自由落下運動と同じ。

y = exのマクローリン展開
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t→∞で等速度運動になる。
時間に依存せず (定常状態) 。
終端速度という。
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(注意) 定常状態ではdv/dt = 0だから、そのときの速度をVfinalとかくと，
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減衰振動
減衰振動：単振動に粘性抵抗の影響を加味するとどうなるか？
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減衰振動の運動方程式

粘性抵抗を以下のように表す。
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したがって，次式の微分方程式を解けば減衰振動におけるx = x(t)が得られる。
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減衰振動の運動方程式（微分方程式）を解く
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x(t) = eλtなる形の解を求める。

減衰振動の運動方程式から得られた微分方程式
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赤線部分の特性方程式を解いて，

判別式Dにより場合分け



2階線形微分方程式の基本
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において，2つの一次独立な解をx1(t)，x2(t)とするとき，一般解x(t)は，任意定数C1とC2を用いて，
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P，Qを定数とする2階線形微分方程式，

の形で表すことができる。

基礎力学Aテキストp198～
付録B 2階微分方程式 参照



2
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2, ωγγλ −=±−= DD 判別式：

(i) D > 0 のとき，異なる2つの実根が存在する。
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（ただし，A，B：任意の定数）

(ii) D = 0 のとき，重根。

exp(λ1t)とexp(λ2t)なる2つの異な実根をもつとすると，一次結合でつくる関数u，すなわち
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λ2 = λ1 = −γと書き直して，
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(iii) D < 0 のとき，異なる虚根が存在する。
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)sin(

)sin()cos()(
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)sin(sincoscossin βαβαβα ±=±
注）三角関数の合成の基本公式



減衰振動のまとめ

02 2
0 =++ xxx ωγ 

減衰振動の運動方程式から得られた微分方程式

)sin()( 22
0 φγωγ +−= − tCetx t

(iii) D < 0 のとき（減衰振動），

(i) D > 0 のとき（過減衰），

(ii) D = 0 のとき（臨界減衰），

[ ]BtAetx t += −γ)(





 −−+−= − )exp()exp()( 2

0
22

0
2 tBtAetx t ωγωγγ

t

x(t)

0

D < 0（減衰振動）

D ＝ 0（臨界減衰）
D ＞ 0（過減衰）

22
0 γωω −=

D < 0での固有振動数

抵抗力fが無い場合にくらべて小
さくなっている。



強制振動
強制振動：減衰振動に周期的外力mf(t)の影響を加味するとどうなるか？

)(2 tmfxmkxxm +−−=  γ

強制振動の運動方程式

)(2 2
0 tmfxmxmxm =++ ωγ 

m
k

=2
0ω

)(2 2
0 tfxxx =++ ωγ 

したがって，次式の微分方程式を解けば強制振動におけるx = x(t)が得られる。

x
xO

mF = − kx

v⇒
mf(t)

xm γ2−



強制振動の一般解
強制振動：減衰振動系に外部から強制的に周期的外力mf(t)を与えるとどうなるか？

)(2 2
0 tmfxmxmxm =++ ωγ 

)(2 2
0 tfxxx =++∴ ωγ 

したがって，次式の微分方程式を解けば強制振動におけるx = x(t)が得られる。

今，変位が のように振る舞う時の周期的外力について考えてみる。)cos()( tAtx eω=

)cos()(,)sin()( 2 tAtxtAtx eeee ωωωω −=−= 

)sin(2)cos()(

)cos()sin(2)cos()(
22
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2
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eeeee

ωγωωωω

ωωωγωωω

−−=

+−−=∴

だから，



)sin(2)cos()()( 22
0 tAtAtf eeee ωγωωωω −−=

δcosZ δsinZ

)cos( δω += tAZ e

Z 2γωe
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2−ωe

2

δ

cos𝛼𝛼 cos𝛽𝛽 − sin𝛼𝛼 sin𝛽𝛽=cos 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽加法定理
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右図の直角三角形から，



減衰振動系に単振動 を定常的に持続させるために必要な外力は

)cos()( 0 δω −= t
Z
f

tx e以上より，特解として，

)sin(2)cos()()( 22
0 tAtAtf eeee ωγωωωω −−=

δcosZ δsinZ

)cos( δω += tAZ e

)cos()( tAtx eω=

1. 変位x(t)と同じ振動数をもつ。
2. 外力の振幅は変位のZ倍である。
3. 外力の位相は変位に比べてδ だけ進んでいる。

なる外力を減衰振動系に加えたときの変位はtftf eωcos)( 0=

1. 外力と同じ振動数をもつ。
2. 変位の振幅は1/Z倍である。
3. 変位の位相は外力に比べてδ だけ遅れる。

を考える。

Z 2γωe

ω0
2−ωe

2

δ



強制振動：非斉次形2階線形微分方程式

強制振動：右辺に既知の関数 f(t) = f0 cos ωet  があり，左辺は未知関数x(t)に関する微分方程式

)(2 2
0 tfxxx =++ ωγ 

減衰振動：定数係数の斉次方程式

02 2
0 =++ xxx ωγ 

tftf eωcos)( 0=

非斉次形の2階線形微分方程式

非斉次形の微分方程式の一般解の求め方

【非斉次形の一般解】＝【非斉次形の特解】＋【斉次形の一般解】

)cos(0 δω −t
Z
f

e )sin( 22
0 φγωγ +−+ − tCe t



充分時間が経過したときに系に実現されている運動は

強制振動の一般解

)cos()( 0 δω −= t
Z
f

tx e

2222
0 )2()( eeZ γωωω +−=

0
2 2 2 2

0

( ) cos( )
( ) (2 )
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e e

f
x t tω δ

ω ω γω
= −

− +

)cos()( 0 δω −= t
Z
f

tx e )sin( 22
0 φγωγ +−+ − tCe t

ここで，

だから，



外力 を与えたときに，充分時間が経過すると，系に実現されている運動は

強制振動と共振（共鳴）
tftf eωcos)( 0=

0
2 2 2 2

0

( ) cos( )
( ) (2 )

e

e e

f
x t tω δ

ω ω γω
= −

− +

振幅が周期的な外力の振動数ωeとともに変化する。



外力の角振動数が のとき，振幅が最大になる。
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極小

・g(ωe)はωe
2 = ω0

2−2γ 2で極小になるから，

・ωe
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2−2γ 2 > 0より，
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ω
γ

ω
γ

振幅の変位をωeの関数として調べる。

極値を探すため微分すると，

増減表は以下の通り．
22

0 2γωω −=e

強制振動において振幅が極大となる現象を共振（共鳴）という。

のときだけ，振幅は極大値をとれる。
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 : γ / ω0 = 0.05
 : γ / ω0 = 0.07
 : γ / ω0 = 0.1
 : γ / ω0 = 0.2
 : γ / ω0 = 0.4
 : γ / ω0 = 0.7
 : γ / ω0 = 1
 : γ / ω0 = 2



参考：電気振動現象
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LC回路（単振動型） LCR回路（減衰振動型） LCR交流回路（強制振動型）

（定常解）

1tan L C
R

ω ωφ −
=

回路方程式
（微分方程式）

回路方程式の解

その他
（周期など）



第5回 仕事と運動エネルギー



仕事
物体に一定の力 〔N〕が作用して，物体が 〔m〕だけ動いたとき，

のした仕事Wは，

F


s


θ

θcosFssFW =⋅=




(4.2)

F


s


外力

変位ベクトル

F


s


F


F cosθ

のうち，物体の動く方向の向きの成分 F cosθ だけが仕事をする。

θ < 90oの時は正の仕事， θ > 90oの時は負の仕事， θ = 90oの時の仕事はゼロ。

F




仕事の単位

大きさ1 Nの力を作用させて力と同じ向きに物体を1 m動かしたときの仕事を，仕
事の単位として使い，これを1 N・mあるいは1 J（ジュール，Joule）という。

JW F s= ⋅




〔 〕 (4.1)仕事の定義

ジェームズ・プレスコット・ジュール
（英: James Prescott Joule, 1818年12月24日 -
1889年10月11日）はイギリスの物理学者。生
涯、大学などの研究職に就くことなく、家業
の醸造業(じょうぞうぎょう)を営むかたわら研
究を行った。
ジュールの法則を発見し、熱の仕事当量の

値を明らかにするなど、熱力学の発展に重要
な寄与をした。熱量の単位ジュールに、その
名をとどめる。

Q = IVt
Q〔J〕：ジュール熱
I〔A〕：電流
V〔V〕：電圧

出典: フリー百科事典『ウィキペディア（Wikipedia）』



仕事率

単位時間（1秒）あたりの仕事を仕事率(Power)という。

∆t〔s〕の間に∆W〔J〕の仕事が行われた場合，ある時刻における仕事率Pは，

dt
dW

t
WP

t
=

∆
∆

=
→∆ 0

lim (4.7)

微小な変位 の間に力 の変化がないものとすれば， であるから，rFW




∆⋅=∆F


r


∆

vF
t
rF

t
WP

tt









⋅=
∆
∆

⋅=
∆

∆
=

→∆→∆ 00
limlim (4.8)



仕事率の単位

ジェームズ・ワット
（James Watt FRS FRSE, 1736年1月19日
- 1819年8月25日）は、スコットランド出
身の発明家、機械技術者。ニューコメン型
蒸気機関（英語版）へ施した改良を通じて、
イギリスのみならず全世界の産業革命の進
展に寄与した人物である。

出典: フリー百科事典『ウィキペディア（Wikipedia）』

1秒間に 1 Jの仕事をする場合を仕事率の単位とし，これを 1 J/s あるいは
1 W (ワット，Watt)という。



運動エネルギー
質量m〔kg〕の物体が速さv〔m/s〕で運動しているとき，その物体のもつ運動エネルギーTは，

2

2
1 mvT = (4.9)

運動エネルギーの単位

[質量]×[速さ]2＝[kg・(m/s)2] = [(kg・m/s2) ・m] = [N・m] = [J]

運動エネルギーの単位は，仕事W〔J〕の単位と同じであることがわかる。



運動エネルギーと運動方程式の関係

rdFdW




⋅=

∫ ∫ ⋅== B

A
)(AB

r

r
rdrFdWW









(4.10)

(4.11)

位置𝑟𝑟にある質量mの物体に𝐹⃗𝐹(𝑟𝑟)の外力で𝑑𝑑𝑟𝑟だけ
物体を動かしたときの仕事をdWとすると，

物体をAからBまで動かしたときの仕事をWABとすると，
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Ar
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運動エネルギーと運動方程式の関係

をかけると，式の辺々に
dt

rdv




=)12.4(

物体に対する運動方程式は，

F
dt

vdm




=

dt
rdF

dt
vdvm









⋅=⋅

ところで，

( )
dt

vdv
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vdvv
dt

vdvv
dt
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d













⋅=⋅+⋅=⋅= 22

だから，(4.12‘)式の左辺は，
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
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(4.12)
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(4.12’)



仕事と運動エネルギーの関係
一方，(4.12’)式の右辺は， (4.10)に注意して，

dt
dW

dt
rdF

dt
rdF =

⋅
=⋅









したがって，(4.12’)式は以下のように変形できる．

上式の両辺を時間tで積分すると，
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外力が物体にした仕事は，物体の運動エネルギーの増加に等しい。

Av


Bv


(4.14)
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第6回 保存力とポテンシャル



保存力とポテンシャルの関係

B

A
AB A B( ) ( ) ( )

r

r
W F r dr U r U r= ⋅ = −∫







   

のように表されるとき，この力を保存力といい，U(x, y, z)を
その力のポテンシャルという。

仕事が途中の道筋によらず，両端の位置だけの関数として

gradF U U= −∇ ⋅ = −


F


は，ポテンシャル U から導かれる。このとき，保存力

, ,x y z
U U UF F F
x y z

∂ ∂ ∂
= − = − = −

∂ ∂ ∂

成分で書くと， x

y

O

A

B

dx

dy
dr



保存力とポテンシャルの関係（導出）

A B A A A B B B

A A A A A A

( ) ( ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

U r U r U x y z U x y z

U U UU x y z U x x y y z z x y z
x y z

− = −

 ∂ ∂ ∂
= − + ∆ + ∆ + ∆ = − ∆ + ∆ + ∆ ∂ ∂ ∂ 

 
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x y zr
W F r dr F r F x F y F z= ⋅ = ⋅ ∆ = ∆ + ∆ + ∆∫





 

  

AB ( , , )r x y z= ∆ = ∆ ∆ ∆


いま，微小変位 を考えると，

一方，ポテンシャルの変化分は， x

y

O

A

B

dx

dy
dr

x y z
U U UF x F y F z x y z
x y z

 ∂ ∂ ∂
∆ + ∆ + ∆ = − ∆ + ∆ + ∆ ∂ ∂ ∂ 

以上より，



保存力とポテンシャルの関係（導出）

x y z
U U UF x F y F z x y z
x y z

 ∂ ∂ ∂
∆ + ∆ + ∆ = − ∆ + ∆ + ∆ ∂ ∂ ∂ 

, ,x y x
U U UF F F
x y z

∂ ∂ ∂
∴ = − = − = −

∂ ∂ ∂

任意の∆x，∆y，∆zに対して成り立つためには，

gradF U U∴ = −∇ ⋅ = −


さらに，

以上より，

x y zF F i F j F k

U U Ui j k i j k U
x y z x y z

= + +

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − = − + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

 

 

   

F


は，ポテンシャル U から導かれる。となり，保存力
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重力のポテンシャルから重力を求める（例題4.15）

のとき
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ばねの弾性力のポテンシャルから復元力を求める（例題4.17）

のとき
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万有引力のポテンシャルから万有引力を求める（例題4.16）

のとき

ここで， 222 zyxr ++= だから，
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ポテンシャルと保存力の関係
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(1) 重力のポテンシャル (2) ばねの弾性力のポテンシャル (3) 万有引力のポテンシャル



第7回 位置エネルギー



位置エネルギー

ある物体が位置𝑟𝑟にあり，保存力𝐹⃗𝐹(𝑟𝑟)により，そこから𝑑𝑑𝑟𝑟だけ

だけ移動させたときの𝐹⃗𝐹(𝑟𝑟)がした仕事は，

P点における位置エネルギーをU(P)と書くとき，位置エネルギーは
保存力 F〔N〕が位置Pから原点Oまでする仕事として定義される。

O

z

y

x

P

r


rd


)(rF




位置エネルギーの基準点
（後で説明）

rdrFdW




⋅= )(

rdrFdWU




⋅==∴ ∫∫
O

P
)()P(

PからOまで連続的に足しあげる（積分する）と，

点Pにおける位置エネルギーが得られる。



重力による位置エネルギー

質量m〔kg〕の物体が高さz〔m〕の位置にあるとき，その物体は

だけの重力による仕事をする能力（＝位置エネルギー）を持っている。

重力に逆らって，mgの大きさの外力F〔N〕で鉛直上向きに，
z = 0 から z = z まで持ち上げたときに，

mgzzmgsFW =×=⋅=




注）テキストの説明：

mgzzmgzU =×=)( （4.15）

だけのエネルギーを位置 z において蓄える。

m〔kg〕z〔m〕

z

z = 0

F mgk= −




s zk= −






ばねの弾性力による位置エネルギー（弾性エネルギー）

自然長からx〔m〕だけバネが伸びているときの弾性力は，

kxxF −=)(

ばねの伸びがxからx = 0（自然長）まで弾性力がする仕事が

位置エネルギーに等しいので，

( ) 2
0

0 20

2
1

2
1)()( kxkxdxkxdxxFdWxU

x
xx

=



−=−===∴ ∫∫∫

ばねの伸びが xからx + dxまで変化するとき，弾性力がす
る仕事dWは，

kxdxdxxFdW −== )(

バネが自然長からxだけ伸
びているときに，バネに
蓄えられている位置エネ
ルギーを意味する．

x
xO

mF
復元力



万有引力による位置エネルギー

r
r


r


F


M

m

O

P

Q
(r →∞)

原点Oに質量Mの質点があり，その原点から距離rだけ離れた点Pに質量m（< M）
の質点があるとすれば，この質点に作用する万有引力は，

r
r

r
MmGF





2−=

いま，質量mの質点がx軸上にあるとすれば，空間は等方
的なので，x軸上で考えても一般性は失われないから，

0,0,2 ==−= zyx FF
x

MmGF

x → ∞でFx→0となるから，位置エネルギーの基準点
として， x → ∞を選ぶと，

r
MmG

x
MmGdx

x
MmGdxFrU

r
rr x −=



=






−==

∞
∞∞

∫∫ 2)(



第8回 力学的エネルギー保存則



位置エネルギーと仕事の関係
一般に，WABは経路のとり方に依存する。

特に，WABが経路のとり方によらず，始点と終点のみ
で決まるときの外力を保存力という。

O

z

y

x

A

B

r


rd


)(rF




∫∫∫ ⋅+⋅=⋅=
B

O

O

A

B

AAB )()()( rdrFrdrFrdrFW












(B)(A)

)()(
O

B

O

A

UU

rdrFrdrF

−=

⋅−⋅= ∫∫








U(A)，U(B)をA点， B点における位置エネルギー
（またはポテンシャルエネルギー）という。

(B)(A)AB UUW −=∴

保存力が物体にした仕事は，物体の位置エネルギーの減少に等しい。

位置エネルギーの基準点



力学的エネルギー保存則

2
A

2
BAB 2

1
2
1 mvmvW −=

(B)(A)AB UUW −=

外力（保存力でなくともよい）が物体にした仕事は，物体の
運動エネルギーの増加に等しい。

保存力が物体にした仕事は，物体の位置エネルギーの減少に等しい。

O

z

y

x

A

B

Ar


Br


r


rd


)(rF




Av


Bv


物体に作用する力が保存力のみであれば，

2
A

2
BAB 2

1
2
1(B)(A) mvmvUUW −=−=

(B)
2
1(A)

2
1 2

B
2

A UmvUmv +=+∴

物体に作用する力が保存力のみであれば，力学的エネルギーが保存される。



自由落下運動の運動方程式と力学的エネルギー保存則（例題4.12）
質量 m の質点の自由落下運動についての運動方程式より，以下の力学的エネルギー保存則を導く。

一定=+ mgzmvz
2

2
1

運動方程式は右図より， mg
dt

dv
m z −=

dt
dzvz = を辺々にかけて時間 t で積分すると，

dt
dzmg

dt
dv

mv z
z −= dt

dt
dzmgdt

dt
dv

mv z
z ∫∫ 






−=

∫∫ −= dzmgdvvm zz 21
2

2
1 CmgzCmvz +−=+

(C1, C2は積分定数)

一定=−=+∴ 12
2

2
1 CCmgzmvz

F


m〔kg〕z〔m〕

z

z = 0



力学的エネルギーの散逸
物体に作用する外力 が保存力 と非保存力 の和になっているとき，

ex) 摩擦力，粘性抵抗など ⇒ 負の仕事
)(rF




f


( )∫∫ ⋅+=⋅′=
Q

P

Q

PPQ )( rdfrFrdFW












F ′


wUU

rdfrdrF

−−=

⋅+⋅= ∫ ∫

)Q()P(

)(
Q

P

Q

P









− wとおく

)(rF




f


s


wUUmvmvW −−=−= )Q()P(
2
1

2
1 2

P
2

QPQ

一方，外力が物体にした仕事は，物体の運動エネルギーの増加に等しいから，

)Q(
2
1)P(

2
1 2

Q
2

P UmvwUmv +=−+∴

非保存力がした仕事の分だけ，力学的エネルギーが減少する。

0cos <=⋅ πfssf




（4.28）



第9回 運動量と力積



運動量

定義：質量m〔kg〕の質点が速度 〔m/s〕で運動しているとき，

vmp


=

v


を，その質点がもつ運動量 〔kg・m/s〕と定義する。p


• 運動量はベクトル量である。
• 運動量の向き＝速度ベクトルの向き
• 運動量の大きさ＝（質量） ×（速さ）

運動方程式 F
dt

vdm




=

もしmが一定ならば， ( ) F
dt

pdFvm
dt
d 







=∴⇒=

(5.1)

(5.2)



運動量の変化と力積

力積の定義式dtFI
t

t∫= 2

1



運動方程式 F
dt

pd 



= dtFpd




=∴⇒ (5.3)

t t1 → t2

→p


1p


2p


dtFpd
t

t

p

p ∫∫ = 2

1

2

1









時刻t1からt2の間で(5.3)式を積分すると， (5.4)

(5.4)式の左辺の積分は， [ ] pppppd p
p

p

p











∆=−==∫ 12
2

1

2

1

(5.4)式の右辺は，

dtFp
t

t∫=∆ 2

1





(5.5)

運動量の変化は力積に等しい

dtFI
t

t∫= 2

1

t1 t2

F



運動量の変化と力積

F

dtFI
t

t∫= 2

1

)()( 12 ttF −⋅＝面積

力積 I と赤色領域の面積が等しくなるように �𝐹𝐹を決める。

IttF


=−⋅ )( 12

これより，

t
p

tt
pp

tt
IF





 ∆
=

−
−

=
−

=
12

12

12

12 ttt −=作用時間：
力の平均値：

t1 t2

F



第10回 力のモーメントと角運動量



力のモーメント

定義：位置 〔m〕に力 〔N〕が作用しているとき，

FrN






×=

を，力 がつくる力のモーメント 〔N・m〕と定義する。

(5.7)

r


F


F


N


r


F


O

θ

力のモーメント：物体を回転させる能力と向き(右回り・左回り)を表すベクトル



位置 にある質点に， の力が作用している。こ
のとき，原点まわりの力のモーメントを計算せよ。

(0,10, 0) [N]F =


(4, 3, 0) [m]r =


向き：z軸の正の方向

大きさ：40 N・m

力のモーメントの計算（例題5.2）

y

x
O 4

3 r

F


4 3
4 3 0 40 [N m]

0 10
0 10 0

i j k
N r F k k= × = = = ⋅



 

 
 





角運動量

定義：質点が位置 〔m〕を運動量 〔kg・m/s〕で運動しているとき，

prL




×=

を，その質点がもつ角運動量 〔J・s〕と定義する。

(5.8)

r
 p



L


r


p


O

θ

角運動量：回転の勢いと向き(右回り・左回り)を表すベクトル



等速円運動する質点の角運動量（例題5.3）

質量 m〔kg〕の質点が半径 r〔m〕の円軌道上を角速度ω〔rad/s〕で運動しているときの角運動量の
向きと大きさL〔J・s〕を求める。

y

x
r

r

O
θ

m

x(t)

y(t)

質点の位置座標

)cos(cos)( trrtx ωθ ==

)sin(sin)( trrty ωθ ==

(ただし，質点がx軸上を通過する時刻をt = 0とする)

sin( )vx x
dxp m m mr t
dt

ω ω= = = −

cos( )vy y
dyp m m mr t
dt

ω ω= = =

質点の運動量

r

v p
 





等速円運動する質点の角運動量（例題5.3）

質量 m〔kg〕の質点が半径 r〔m〕の円軌道上を角速度ω〔rad/s〕で運動しているときの角運動量の
向きと大きさL〔J・s〕を求めよ。

y

x
r

r

O
θ

m

x(t)

y(t)

質点の位置ベクトル

質点の運動量ベクトル
r

v p
 



jtyitxtr




)()()( +=

cos( ) sin( )r t i r t jω ω= +
 

v v vx yp m m i m j= = +
 




sin( ) cos( )mr t i mr t jω ω ω ω= − +
 



等速円運動する質点の角運動量（例題5.3）

質量 m〔kg〕の質点が半径 r〔m〕の円軌道上を角速度ω〔rad/s〕で運動しているときの角運動量の
向きと大きさL〔J・s〕を求めよ。

y

x
r

r

O
θ

m

x(t)

y(t)
r

v p
 



( )
( )2 2 2 2

2 2 2

2

0
0

cos ( ) sin ( )

{cos ( ) sin ( )}

x y
x y

y x

i j k
x y

L r p x y k
p p

p p

xp yp k

mr t mr t k

mr t t k

mr k

ω ω ω ω

ω ω ω

ω

= × = =

= −

= +

 = + 
=



 




 









質点の角運動量



等速円運動する質点の角運動量（例題5.3）

質量 m〔kg〕の質点が半径 r〔m〕の円軌道上を角速度ω〔rad/s〕で運動しているときの角運動量の
向きと大きさL〔J・s〕を求めよ。

y

x
r

r

O
θ

m

x(t)

y(t)
r

v p
 



2L r p mr kω= × =




 

質点の角運動量

向き：z軸の正の向き

大きさ：mr2ω = rmv

回転の向き(右回り・左回り)を表すベクトル

回転の勢い（質点の質量と速さ）に比例。

角運動量は回転の勢いと向きを表すベクトルである。

r p


L=r p×


 

m



第11回 回転の運動方程式



回転の運動方程式
質点の運動方程式を回転運動の計算に適する形に書き換えることを試みる。

質点の運動方程式 F
dt

pd 



= (5.2)

Fr
dt

pdr








×=×(5.2)式の左側から位置ベクトル をベクトル積の形でかけると，r


N


ところで角運動量を時間で微分してみると，

( )
dt

pdr
dt

pdrp
dt

rdpr
dt
d

dt
Ld















×=×+×=×=

従って，

N
dt
Ld 



=

dt
Ld


回転の運動方程式 (5.10)
0




=× vmv



角運動量保存則

r
rrFF




)(=

力の大きさがある定点と物体の距離 r だけに依存し，力の方向
は定点と物体を結ぶ線に沿っている力を中心力という。

中心力

中心力の例：万有引力

r
rrF

r
r

r
MmGF





)(2 =−=

0N r F= × =
 



中心力のモーメントは

0




== N
dt
Ld

となるから，回転の運動方程式は

)(定数ベクトル=∴⇒ L


角運動量保存則

r
r


r


F


太陽

地球

v
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単振り子に対する回転の運動方程式

O

θ

l

y 軸

x 軸

r


F mgi=




jtyitxtr




)()()( += jtlitl


)(sin)(cos θθ +=

質点の位置ベクトル

( ) sin ( )x
dx d dv t l t y
dt dt dt

θ θθ   = = − = −   
   

( ) cos ( )y
dy d dv t l t x
dt dt dt

θ θθ   = = =   
   

質点の速度ベクトルのx成分およびy成分は，

jtvitvtv yx
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





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




−=

θθ
質点の速度ベクトルは，



単振り子に対する回転の運動方程式

jpipp yx


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+= j
dt
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


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質点の運動量は，
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よって，角運動量は，
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単振り子に対する回転の運動方程式

O

θ

l
r


F mgi=




y 軸

x 軸

imgiFF x
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

)(sin)(sin

0
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θθ −=×−=

−===×=

)(sin tmglN z θ−=∴

質点の位置ベクトル：

質点に作用する重力：

質点に作用する力のモーメント：



単振り子に対する回転の運動方程式







=

dt
dmlLz

θ2

)(sin tmglN z θ−=

z
z N

dt
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=

θθ sin2 mgl
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dml
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d

−=







θθ sin2

2
2 mgl

dt
dml −=

θθ sin2

2

l
g

dt
d

−=∴

質点に作用する力のモーメントの z 成分：

質点が持つ角運動量の z 成分：

回転の運動方程式の z 成分：

(3)に(1)と(2)を代入すると，

(1)

(2)

(3)

整理して，

これより，



単振り子に対する回転の運動方程式

l
g

=2
0ω

とおけば，

θωθ 2
02

2
−=∴

dt
d

θθ sin2

2

l
g

dt
d

−=

(6)より，単振り子に対する回転の運動方程式は，

これは，第三章で学んだ単振り子の運動方程式(3.11)に等
しいことに注意して欲しい。

θθ ~sin と近似すれば，
2

2
gd

dt l
θ θ= −

ここで，
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l
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F mgi=




y 軸

x 軸



ばねによる単振動と単振り子の比較

θsin2
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sdm −=

θωθ 2
02

2
−=

dt
d

l
g

=0ω

kx
dt

xdm −=2

2

x
dt

xd 2
02

2
ω−=

m
k

=0ω

)sin()( 0 δω += tAtx )sin()( 0 δωθ += tAt

k
mT π

ω
π 22

0
==

g
lT π

ω
π 22

0
==

運動方程式

運動方程式
（微分方程式）

角振動数

周期

一般解

ばねによる単振動 単振り子

l
T

g 2

24π
=∴

x ↔ θ

k ↔ g

m ↔ l

位置変数

復元運動

慣性運動

単振動 単振り子


	力学 / 質点の力学
	第3回　　運動方程式の決定
	運動の3法則
	スライド番号 21
	放物運動（斜方投射）
	放物運動（斜方投射）
	単振動
	単振動の運動方程式を解く
	単振動の運動方程式を解く
	スライド番号 27
	スライド番号 28
	単振り子
	単振り子の運動方程式を解く
	ばねによる単振動と単振り子の比較
	斜面上の物体の運動（束縛運動）
	斜面上の物体の運動（束縛運動）
	惑星の運動
	スライド番号 35
	第4回　　粘性抵抗を受ける質点の運動
	スライド番号 37
	スライド番号 38
	スライド番号 39
	スライド番号 40
	スライド番号 41
	考察
	スライド番号 43
	スライド番号 44
	スライド番号 45
	スライド番号 46
	スライド番号 47
	スライド番号 48
	スライド番号 49
	強制振動
	強制振動の一般解
	スライド番号 52
	スライド番号 53
	強制振動：非斉次形2階線形微分方程式
	強制振動の一般解
	強制振動と共振（共鳴）
	スライド番号 57
	参考：電気振動現象
	第5回　　仕事と運動エネルギー
	仕事
	仕事の単位
	仕事率
	仕事率の単位
	運動エネルギー
	運動エネルギーと運動方程式の関係
	運動エネルギーと運動方程式の関係
	仕事と運動エネルギーの関係
	第6回　　保存力とポテンシャル
	保存力とポテンシャルの関係
	保存力とポテンシャルの関係（導出）
	保存力とポテンシャルの関係（導出）
	スライド番号 72
	スライド番号 73
	スライド番号 74
	ポテンシャルと保存力の関係
	第7回　　位置エネルギー
	位置エネルギー
	重力による位置エネルギー
	ばねの弾性力による位置エネルギー（弾性エネルギー）
	万有引力による位置エネルギー
	第8回　　力学的エネルギー保存則
	位置エネルギーと仕事の関係
	力学的エネルギー保存則
	スライド番号 84
	力学的エネルギーの散逸
	第9回　　運動量と力積
	運動量
	運動量の変化と力積
	運動量の変化と力積
	第10回　　力のモーメントと角運動量
	力のモーメント
	スライド番号 92
	角運動量
	スライド番号 94
	スライド番号 95
	スライド番号 96
	スライド番号 97
	第11回　　回転の運動方程式
	回転の運動方程式
	角運動量保存則
	単振り子に対する回転の運動方程式
	単振り子に対する回転の運動方程式
	単振り子に対する回転の運動方程式
	単振り子に対する回転の運動方程式
	単振り子に対する回転の運動方程式
	ばねによる単振動と単振り子の比較

