
力学 / 質点系の力学



第12回 2質点系の運動



2質点系の運動方程式

m1

m2

x

y

z

O

1r


2r


21f


12f


1F


2F


互いに力を及ぼし合うことを「相互作用する」といい，
相互作用する質点の集合体を質点系という。 2
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質点1に対する運動方程式

質点2に対する運動方程式

iF


：i番目（i = 1, 2）の質点に作用する外力

mi：i番目（i = 1, 2）の質点の質量

ijf


：i番目の質点からj番目の質点に作用する
内力（i , j = 1, 2）

ここで，

（7.1）



2質点系の運動方程式
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質点1および質点2に対する運動方程式を辺々足すと，

作用反作用の法則 より，21 12f f= −
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2質点系の運動方程式
質点1および質点2に対する運動方程式を辺々足すと，
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 ここで，重心ベクトルを以下のように定義する。
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したがって，2質点の重心の運動方程式が得られる．

（7.4）

（7.3）



2質点系の運動方程式

m1

m2

x

y

z

O

1r


2r


1F


2F


2
G

1 22

d rM F F
dt

= +


 

2質点の重心の運動方程式

（7.4）Gr
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重心ベクトル
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（7.3）

質量 M の質点が重心 にあり，それが外力Gr


を受けているときの運動方程式と等価になっている
1 2F F+
 

2質点を結ぶ直線上に があるGr




重心座標の求め方
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(x1, y1, z1)
(xG, yG, zG)

(x2, y2, z2)

質点1と質点2の位置ベクトル（座標）が与えられているとき，

重心ベクトルの定義式，

を用いて，重心ベクトルの各成分，

G G G Gr x i y j z k= + +


 



を求める式を作ろう。



重心座標の求め方
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質点1と質点2の位置ベクトルを重心ベクトルの定義式に代入して，

従って，重心ベクトルの各成分は，
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太陽と地球の重心を求める（例題7.2）。

太陽の質量：
M = 2.0×1030 kg

地球の質量：
m = 6.0×1024 kg

太陽と地球の中心間の距離：
r = 1.5×1011 m

太陽の中心を原点にとり，太陽から地球に向かってx軸をとると，求める重心座標xGは，
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注）広島～名古屋間で418 km

（太陽の半径）= 7.0×108 m

太陽と地球の重心は，太陽の中心に置くのが
良い近似になっている。

O
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（地球の半径）= 6.4×106 m



相対運動の運動方程式
質点2から見た質点1の運動方程式について考える。
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質点1に対する運動方程式

質点2に対する運動方程式 （7.1）

作用反作用の法則 21 12f f= −
 

質点2から見た質点1の相対座標 21 1 2r r r= −
  



相対運動の運動方程式
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作用反作用の法則21 12f f= −
 

（質点2から見た質点1の）相対運動に関する運動方程式

(A)

(B)

(A)×m2/M – (B) ×m1/Mを計算すると，
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ここで，

とおくと，
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m1

m2

x

y

z

O

1r


2r


21f


12f


1F


2F


21r



相対運動の運動方程式
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ここで，

：換算質量

：外力に関する項 1 2 0F F= =
 

特に のとき，
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(7.8)

(7.9)

点が中心力 を受ける運動と等価な運動方程式になっている。

質点2の位置を基準として，そこから の位置にある換算質量µの質21r

21f


外力を受けずに内力のみで相互作用している2質点系の相対運動



重心座標と相対座標

重心座標：

相対座標：
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これらより，質点1と質点2の位置ベクトルと重心と相対座標を用いて表すと，
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となり，質点1と質点2の位置ベクトルが求められる。



2質点系の運動方程式のまとめ

重心の運動方程式

相対運動の運動方程式
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2質点系の運動方程式（解法の流れ）

・質点1の運動方程式
・質点2の運動方程式

・重心の運動方程式
・相対運動の運動方程式

（+作用反作用の法則）
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質点1の位置ベクトル：

質点2の位置ベクトル：



太陽と地球からなる2質点系の運動（例題7.3）。

太陽の質量：
m2 = 2.0×1030 kg

地球の質量：
m1 = 6.0×1024 kg

O

2質点系の全質量： 221 mmm ≅+
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作用・反作用の法則： 2112 ff


−=

太陽と地球を質点と見なし，太陽と地球からなる2質点系に対して，
(1) 重心の運動方程式を立てよ。
(2) 太陽から見た地球の相対運動の運動方程式を立てよ。



(1) 太陽と地球の重心の運動方程式（例題7.3）。

太陽の質量：
m2 = 2.0×1030 kg

地球の質量：
m1 = 6.0×1024 kg

O

2質点系の全質量： 221 mmm ≅+

太陽の運動方程式：
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地球の運動方程式：
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(1)と(2)を辺々加えて，
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これより，

重心の運動方程式：
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2質点系の全質量： 221 mmm ≅+
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注）太陽の中心を原点にとれば，太陽と地球
の重心は，太陽の中心に置くのが良い近似に
なっている（例題7.2）。
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従って，太陽と地球の重心の運動方程式は，

注）太陽は，静止しているか，等速度運動し
ていることを示す。

2質点系の重心2質点系の全質量



(2) 太陽からみた地球の相対運動の運動方程式（例題7.3）。

太陽の質量：
m2 = 2.0×1030 kg

地球の質量：
m1 = 6.0×1024 kg
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地球の運動方程式：
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(2)×m2/(m1 + m2)から(1)×m1/(m1 + m2)を辺々引くと，

( ) 12
21

1
21

21

2
212

2

21

21 f
mm

m
f

mm
m

rr
dt
d

mm
mm 



+
−

+
=−

+

相対運動の運動方程式：
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太陽と地球からなる2質点系の換算質量は， 1
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(7)～(9)を(6)へ代入することにより，（太陽から見た地球の）相対運動の運動方程式が得られる：
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注）静止している太陽から万有引力
を受けながら運動している地球の運
動方程式に一致する。



2質点系の運動量と角運動量
1
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質点1の運動量：
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質点2の運動量：

2質点系の全運動量： 1 2
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全運動量は重心に質量 M をもつ
質点の運動量に等しい。

(7.11)

(7.11)の両辺を時間で微分すると，
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重心の運動方程式 (7.4)



2質点系の運動量保存則
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2質点系の運動量保存則

外力の合力がゼロのとき，重心は静止するか等速直線運動する。
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2質点系の角運動量保存則
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質点1の角運動量：

質点2の角運動量：
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特に，



2質点系の運動エネルギー
2

2 1
1 1 1 1

1 1
2 2

v d rT m m
dt

 = =  
 



質点1の運動エネルギー：

2質点系の全運動エネルギー：
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質点2の運動エネルギー：
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ここで，

を全運動エネルギーの式に代入して整理すると，次式が得られる．
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2質点の衝突と運動量保存則
2質点の衝突現象：

2質点に外力は作用せず，質点同士が衝突する瞬間だけ内力が作用すると考える。

衝突の前後で系の全運動量が保存される。
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質点1に対する運動方程式

質点2に対する運動方程式

122121 ,0 ffFF




−===質点1と質点2の運動方程式を辺々足すと， より，
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衝突現象での運動量と力学的エネルギー
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運動量保存則

力学的エネルギー保存則

または，

または，

(1) 弾性衝突の場合
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運動量保存則

力学的エネルギー保存則

または，

または，

(2) 非弾性衝突の場合

衝突の前後で力学的エネルギーが保存される場合（弾性衝突）。

衝突の前後で力学的エネルギーが保存されない（散逸する）。



2つの質点の衝突の前後で，その重心の速度は衝突の前後で変化しないを示せ（例題7.9）。
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2質点系の重心速度は，重心を時間微分することにより，
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両辺を2質点系の全質量で割って，

従って，衝突の前後で，重心の速度は変化しない。

衝突前の重心速度 衝突後の重心速度



衝突後に2質点が一体となって運動することを，完全非弾性衝突と呼ぶ。
直線運動する2質点が完全非弾性衝突したとき，衝突の前後での力学的エネルギーの差を求めよ（例題7.10）。
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運動量保存則より， ( ) fii vmmvmvm 212211 +=+

衝突前後の力学的エネルギーはそれぞれ，

( ) 2
21

2
2

2
1

2
22

2
11 2

1
2
1

2
1,

2
1

2
1

ffffiii vmmvmvmEvmvmE +=+=+=

( ) ( ) 0
2

2
21

21

21 >−
+

=−∴ iifi vv
mm

mm
EE



第13回 N質点系の運動



N質点系の運動方程式
N個の質点が互いに内力を及ぼしながら，外力を受けて運動している場合を考える．

各質点の運動方程式は，
2

1
1 1 21 312

2
2

2 2 12 322

2
3

3 3 13 232

d rm F f f
dt
d rm F f f
dt

d rm F f f
dt

= + + +

= + + +

= + + +



 






 






 






iF


：i番目（i = 1, 2 , …, N ）の質点に作用する外力

mi：i番目（i = 1, 2, …, N）の質点の質量

ijf


：i番目の質点からj番目の質点に作用する内力（i , j = 1, 2 , …, N ）

ここで，
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mj

x
y

z

O

ir


jr

jif


ijf


iF


jF




作用反作用の法則 などに注意して辺々足すと，21 12f f= −
 

2
1

1 1 21 312

2
2

2 2 12 322

2
3

3 3 13 232

d rm F f f
dt
d rm F f f
dt

d rm F f f
dt

= + + +

= + + +

= + + +



 






 






 




＋
( )

2

1 1 2 2 3 3 1 2 32
d m r m r m r F F F
dt

+ + + = + + +
  

  

 

22
1 1 2 2 3 3 G

1 2 32 2
1 2 3

m r m r m r d rdM M F F F
dt m m m dt

 + + +
= = + + + + + + 

   

  







1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3
G

1 2 3

m r m r m r m r m r m rr
m m m M
+ + + + + +

= =
+ + +

     

 



ここで，

と重心ベクトルを定義すれば，

(7.36)



N質点系の運動方程式

2

1 2 32
Gd rM F F F

dt
= + + +



  



N質点の重心の運動方程式

（7.36）

重心ベクトル

（7.34）

質量 M の質点が重心 にあり，それが外力の合力Gr


を受けているときの運動方程式と等価になっている

mi

mj

x
y

z

O

ir


jr

jif


ijf


iF


jF


1 1 2 2 3 3
G

m r m r m rr
M

+ + +
=

  





一辺の長さ2aの正方形の板(厚みと密度は一様)から1/4を切り落とした残りの部分の重心
を求める（例題8.1）。

x

y

a

a

− a

− a

板の質量をMとすれば，各正方形の質量はM / 3とかける。

一様な板であれば，正方形の重心はその図形中心にあるから，
切り落とされた板は，各正方形の中心に質量M / 3の質点があ
る3質点系と見なせる。(x2, y2)(x1, y1)

(x3, y3)

左図より，
(x1, y1) = (− a/2, a/2)，(x2, y2) = (a/2, a/2)，(x3, y3) = ( a/2, − a/2)

6232323
1

321

332211
G

aaMaMaM
Mmmm

xmxmxm
x =









++





−=

++
++

=

1 1 2 2 3 3

1 2 3

1
3 2 3 2 3 2 6G

m y m y m y M a M a M a ay
m m m M
+ +   = = + + − =  + +   

(xG, yG)



N質点系の運動量保存則

N質点系の全運動量： 1 2
1 2 1 2

G1 1 2 2

1 2

d r d rP p p m m
dt dt

d rm r m rdM M
dt m m dt

   = + + = + +   
   

 + +
= = + + 

 



 

 

 





Gd rP M
dt

∴ =




全運動量は重心に質量 M をもつ
質点の運動量に等しい。

(7.11)

全運動量の式の両辺を時間で微分すると，

2
G G

1 2 1 22

d r d rdP d dPM M F F F F
dt dt dt dt dt

 = = = + + ⇒ ∴ = + + 
 

 

 

   

 

(7.32)

N質点系の運動量保存則

外力の総和がゼロのとき，重心は静止するか等速直線運動する。

1 2 0 const .F F P+ + = ⇒ ∴ =
  





N質点系の角運動量保存則
N質点系の全角運動量： 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2v v= + + = × + × + = × + × +

  

 
     

  L L L r p r p r m r m

全角運動量の両辺を時間で微分すると

( )1 1 1 2 2 2

1 1 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

v v

v vv v

dL d r m r m
dt dt

dr d dr dm r m m r m
dt dt dt dt

= × + × +

   = × + × + × + × +   
   



 
 



 
 

 
 



ここで， 等に注意すれば，

1 1 2 2 1 2
dL r F r F N N
dt

∴ = × + × + = + +


   

 

 

N質点系の角運動量保存則1 2 0 const .N N L+ + = ⇒ ∴ =
  



(7.40)

特に，

1 1
1 1 1 1 1 1 1 21 21 210 , ,vv v v× = × = = +




  

  


∥
dr dm m m F f f r
dt dt



N質点系の運動エネルギー

ここで は，Gから見たi番目の質点の位置である。

今，座標原点を O として，重心 G の位置座標とi番目の質点の
位置を以下のように定義する。

G

O

mi

G OGr =




ir


ir′


Gi ir r r′= +
  

ir′


(1)

(1)式の両辺を時間で微分すると，

Gv v vi i
′= +

  

(2)

(1)式の両辺にmiをかけて，

Gm r m r m ri i i i i
′= +

  

(3)

(3)式について，iについて和をとると，

Gm r m r m ri i i i i
i i i

′= +∑ ∑ ∑  

(4)

×

N個の質点の集合体
i番目の質点



ところで重心の定義式から，

1 1 2 2 3 3
G G

i i
i

i i
i

m r
m r m r m rr m r Mr

M M
+ + +

= = ⇒ ∴ =
∑

∑


  

  

従って，(4)式は，

Gm r m r m ri i i i i
i i i

′= +∑ ∑ ∑  

GMr GMr
0m ri i

i

′⇒ ∴ =∑




時間で微分すると，

0m vi i
i

′∴ =∑




(5)

(6)



21 1
2 2

v v vi i i i
i i

T m m= = ⋅∑ ∑  

ここで，

( ) ( ) 2 2
G G G G2v v v v v v v v v +vi i i i i i

′ ′ ′ ′⋅ = + ⋅ + = + ⋅
       

上式の両辺にmiをかけて，iに関する和をとると，

2 2
G G

2 2
G G

2

2

i i i i

i i i i

m v v m v m v v + m v

m v v m v v m v + m v

i i i i
i i i i

i i i i
i i i i

′ ′⋅ = + ⋅

  ′ ′⋅ = + 
 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

   

    2 2
Gi im v v v + m vi i i

i i
M ′∴ ⋅ =∑ ∑ 

少し整理して，

(6)式よりゼロ質点系の全質量な
のでMに等しい．

(7)

(7)式の両辺に1/2をかけると，N質点系の
運動エネルギーTが得られるから，

2 2
G

1 1 1
2 2 2i im v v v + m vi i i

i i
M ′∴ ⋅ =∑ ∑ 

(8)



N質点系の運動エネルギー 21 1
2 2

v v vi i i i
i i

T m m= = ⋅∑ ∑  

Gv v vi i
′= +

  

Gから見たi番目の相対運動量の和はゼロになることに注意して，

i番目の質点の速度ベクトルを，重心 G での速度ベクトルとGから
見た速度ベクトルの和として考える。

0m vi i
i

′ =∑




2 2 2
G

1 1 1
2 2 2i im v v + m vi i

i i
M ′∴ =∑ ∑

これらより，

重心運動による運
動エネルギー項

重心からみた各質点の相対運動
による運動エネルギー項

G

O

mi

G OGr =




ir


ir′


×

N個の質点の集合体 i番目の質点

重心の軌道

（重心の並進運動） （重心から見た各質点の回転や振動など）
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