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第14回 剛体の運動



剛体とは
N個の質点が内力を作用しあいながら
適当な間隔を保つ

物体に大きさと形が出来る

剛体：外力が作用しても変形しない物体（モデル化）
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特に，質点間の位置関係が時間的に
不変に保たれるような質点系のこと
を剛体という。



剛体の重心
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N質点系の重心：

ここでは，剛体をマクロな連続体と考えるので，N質点系の重心の計算において，
和ではなく積分を使うことになる。
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質量 dm の微小体積



G G G G

G

G

G

1

1

1

r x i y j z k

x x dV
V

y y dV
V

z z dV
V

= + +

=

=

=

∫

∫

∫



 



剛体全体

剛体全体

剛体全体

のとき

重心ベクトルの各成分は次式で与えられる。
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密度が一様な剛体の密度
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一辺の長さ2aの正方形の板から1/4を切り落とした残りの部分の重心を求める（例題8.1）。
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板の質量をMとすれば，各正方形の質量はM / 3とかける。

一様な板であれば，正方形の重心はその図形中心にあるから，
切り落とされた板は，各正方形の中心に質量M / 3の質点があ
る3質点系と見なせる。(x2, y2)(x1, y1)

(x3, y3)

左図より，
(x1, y1) = (− a/2, a/2)，(x2, y2) = (a/2, a/2)，(x3, y3) = ( a/2, − a/2)
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高さがh，底辺がaの直角三角形の板(厚み t と密度ρは一様)の重心を求める（例題8.2）。
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よって，重心のx座標xGは，M = ρV，dm = ρdVに注意して，



高さがh，底辺がaの直角三角形の板(厚み t と密度ρは一様)の重心を求める（例題8.2）。
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よって，重心のy座標yGは，M = ρV，dm = ρdVに注意して，
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続いて，重心のy座標yGを求めよう。

より， だから緑色部分の微小体積 dV は，



高さがh，底辺がaの直角三角形の板(厚み t と密度ρは一様)の重心を求める（例題8.2）。

O
x

y

h

a

( ) ( )G G, 3, 3x y a h=

a/3

h/3

O
x

y

h

a
x x + dx

y

O
x

y

h

ax

y + dy

y

G 0

1 2
3

a ax xdV xtydx
V aht

= = =∫ ∫
板全体

G 0

1 2
3

h hy ydV ytxdy
V aht

= = =∫ ∫
板全体



高さがh，底辺の半径がaの円錐(密度ρは一様)の重心を求める（例題8.3）。
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図のように，円錐の頂点を原点Oとして，円錐の軸に重なる
ようにx軸をとる。この場合，yGとzGはともにゼロになるから，
xGのみ求めればよい。密度は一様だから，
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剛体の自由度と運動方程式

並進運動

回転運動
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剛体の運動：

並進運動と回転運動の組み合わせ



剛体の運動を表す変数
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剛体の重心座標 (xG，yG，zG)

剛体の傾き (θ，φ，α)

剛体の並進運動の記述

剛体の回転運動の記述

剛体の運動を表すのに必要な変数の数（自由度）は6



剛体の運動方程式

重心の運動方程式

回転の運動方程式
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剛体のつり合い

剛体のつり合いの条件
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剛体の重心が静止し続ける条件

重心周りで剛体が回転しない条件



剛体のつり合い（2次元の場合）
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腕の長さ：
回転軸から力の作用線におろした垂線の長さ

重心が静止し続ける条件

重心周りで回転しない条件
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力のモーメントの符号
（外積を利用しない場合）



同様に， と もy軸に平行であるから，

棒に垂直に作用する力の釣り合い（例題8.4）
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壁に立てかけた棒に作用する力の釣り合い（例題8.5）

θ

y軸

x軸
1f


2F


1F


gm


O
1 1

2 2

1 1

g g

y

x

x

F F j

F F i

f f i
m m j

=

=

=

= −















棒に作用する力

2

G 2

cos sin

1 cos sin
2 2 2

r l i l j

l lr r i j

θ θ

θ θ

= − +

= = − +

 



 

 

位置ベクトル

2F


が作用している位置：

棒の重心位置：

長さが l ，質量 m の一様な剛体棒に作用する力を求める。

ただし，壁と剛体棒のあいだの摩擦力は無視する。

O

y軸

x軸

2F


gm


θ

Gr


2r


(1) 力の釣り合いの式を立てよ。
(2) O点まわりの力のモーメントの釣り合いの式を立てよ。
(3) F1y，F2x，f1xを求めよ。



壁に立てかけた棒に作用する力の釣り合い（例題8.5）
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壁に立てかけた棒に作用する力の釣り合い（例題8.5）
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(3) F1y，F2x，f1xを求めよ。

2 2 sin cos 0
2

gx
lN N F l m kθ θ + = − + = 

 

  

重力

O点まわりの力のモーメントの釣り合い

(1)

(2)

(3)

先ず，(2)より 1 gyF m=

(3)より 2 2 tan
g

x
mF

θ
=

(1)より
1 2 2 tan

g
x x

mf F
θ

= − = −

2F




固定軸のまわりの剛体の回転運動
剛体をn個に細分して考える．ここで，

mj：j番目の細片の質量
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固定軸のまわりの剛体の回転運動
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固定軸のまわりの剛体の回転運動
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固定軸のまわりの剛体の回転運動
剛体の角運動量は，

ここで，

は，慣性モーメントと呼ばれ，剛体の形，質量分布，回転軸のとり方に依存する量である．
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固定軸のまわりの剛体の回転運動
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また，回転の方程式より， だから
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固定軸のまわりの剛体の回転運動

(2) 回転による剛体の運動エネルギー

2
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( ) 22222
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(3) 外力のモーメントのする仕事
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剛体の回転運動と質点の直線運動の比較

zz N
dt
dI =2

2φ運動方程式 xF
dt

xdm =2

2

剛体 質点

運動エネルギー 2
rot 2

1 ωzIT = 2

2
1 mvT =

慣性モーメントと質量 ∑=
j

jjz rmI 2 m

角運動量と運動量

角速度と速度
dt
dφω =

dt
dxvx =

角度と座標 φ x

ωzz IL = xx mvp =



剛体の振り子（例題8.7）

O点を固定回転軸とする質量 M の剛体の振り子の回転の運動方程式を導け。
ただし，OG = h，剛体の慣性モーメントを I とする。

O

G

x

y

h

θ

重力のモーメントは，

singzN M h θ∴ = −

G cos sinr h i h jθ θ= +
 
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


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x y

i j k
N r F x y x F y F k M h k

F F
θ= × = = − = −



 

 
 



回転の運動方程式は，

2

2 singdI M h
dt

θ θ∴ = −



剛体の振り子（例題8.7）

O

G

x

y

h

θ
G cos sinr h i h jθ θ= +

 



gF M i=




回転の運動方程式は，
2

2 singdI M h
dt

θ θ= −

sinθ θ微小振動では， と近似できるから，

2

2
gd M h

dt I
θ θ= −

となるから，

とおくと運動方程式は単振動と同じ形になり，そのときの周期は，

gM h
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2 2
g
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M h
π π
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第15回 慣性モーメント



慣性モーメントと質量

zz N
dt
dI =2

2φ運動方程式
xF

dt
xdm =2

2

剛体 質点

運動エネルギー 2
rot 2

1 ωzIT = 2

2
1 mvT =

慣性モーメントと質量 ∑=
j

jjz rmI 2
m

角運動量と運動量 ωzz IL = xx mvp =

“動かしにくさ”の度合い“回転しにくさ”の度合い



慣性モーメント

質点系の慣性モーメント

剛体系の慣性モーメント

∑=
i

iirmI 2

dVrdmrI ∫∫ ==
剛体全体剛体全体

22 ρ
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φj
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jd
dt
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ω =

C
P

物体を微小部分に分け，質量 dm の各部分から一定直線（通常，回転軸）までの
距離 r の2乗をかけ，それを物体全体について加えたもの。



慣性モーメントの具体例
(1) 細い棒

質量 M ，長さ l の密度が一様な棒の中心 G を通り，棒に垂直な回転軸に関する
慣性モーメントを求めよ。
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慣性モーメントの具体例
(2) 細い棒

質量 M ，長さ l の密度が一様な棒の端O を通り，棒に垂直な回転軸に関する慣性
モーメントを求めよ。
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慣性モーメントの具体例
(3) 円板

質量 M ，半径 aの密度が一様な薄い円板の中心O を通り，円板に垂直な軸に関
する慣性モーメントを求めよ。
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2ρ

2a
M

π
ρ =面密度
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(円環の面積)
＝(円周)×(幅)＝2πr×dr



慣性モーメントの具体例
(4) 球

質量 M ，半径 aの密度が一様な球（体積 ）の慣性モーメントを求めよ。

34
3

a
M

V
M

π
ρ ==密度

z 軸z

dz

22 zar −=

O

球を z 軸に垂直な平面で厚さ dz の薄い円板に分け，円
板の慣性モーメントを求め，それをz = − a から z = aまで
積分すればよい。
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慣性モーメントの具体例
(4) 球

質量 M ，半径 aの密度が一様な球（体積 ）の慣性モーメントを求めよ。

z 軸z

dz
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回転半径
剛体の質量を M とするとき，I = Mk2と記してkをその軸のまわりの回転半径という。

I，M

k

I

M

M
Ik = (8.28)回転半径



円板の回転半径
質量 M ，半径 aの密度が一様な薄い円板の中心O を通り，円板に垂直な軸に関

する回転半径を求めよ。
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慣性モーメントに関する定理（平行軸の定理）

平行軸の定理
2

G MhII +=

x

y

z z’

O

G

I
IG

h

x’

y’

O点を通りz軸を回転軸としたときの
慣性モーメント

重心G点を通りz軸と平行なz’軸を回転
軸としたときの慣性モーメント

I :

IG :

ここで，



慣性モーメントに関する定理（平行軸の定理）
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O点を通り z 軸を回転軸としたと
きの慣性モーメント

重心G点を通りz軸と平行なz’軸を回
転軸としたときの慣性モーメント

質量 dm の質点の回転軸からの位置は， Gr r r′= +
  

成分で書くと， (x, y) = (xG + x’, yG + y’)
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また，右辺第3項について，
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平行軸の定理の適用例（例題8.12）
質量 M ，長さ l の密度が一様な棒の端O を通り，棒に垂直な回転軸に関する慣性

モーメントを求めよ。
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平行軸の定理を用いる方法：
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慣性モーメントに関する定理（直交軸の定理）
直交軸の定理 yxz III +=

x
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直交軸の定理の適用例（例題8.13）

質量 M ，半径 aの密度が一様な薄い円板の中心O を通り，円板に平行な x 軸に
関する慣性モーメントを求めよ。
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（例題8.10より）

Ix

直交軸の定理より，

dr



第16回 剛体の平面運動



剛体の平面運動
例題：斜面を転がる円柱の運動

(x, y)平面に対して常に平行に運動する場合を考える。

並進運動に対する運動方程式

回転運動に対する運動方程式
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剛体の平面運動
並進運動に対する運動方程式

回転運動に対する運動方程式
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剛体の平面運動
(3)と(4)より，

2

2

2

22

2
11

2 dt
xdMFaF

dt
xd

a
Ma

=∴⇒= (3’)
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剛体の平面運動
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斜面に沿って x = L だけ転がったときの
運動エネルギーの増加について考えると，
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一方，位置エネルギーの減少分は，

αsinMgLU =



剛体の平面運動

となり，力学的エネルギー保存則が成り立つ。

回転の運動エネルギーの増加分は，
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質点の力学
位置ベクトル，速度ベクトル，加速度ベクトル，力（運動方程式）
放物運動（運動方程式を解く）
等速円運動（向心力，角速度，周期など）
単振動（フックの法則，角振動数，振動数，周期）
仕事，運動エネルギー，位置エネルギー，力学的エネルギーの保存と散逸
運動量，力積、角運動量，回転の運動方程式

2質点系の力学
2質点系の運動方程式（重心運動，相対運動の運動方程式）
2質点系の運動エネルギー，運動量，角運動量

N質点系の力学
N質点系の運動方程式（重心運動，相対運動）
N質点系の重心の運動量，角運動量，運動エネルギー

剛体の力学
重心の計算（積分）
重心の並進運動＋回転運動（固定軸まわりの回転，回転を伴う平面運動）
慣性モーメント，平行軸・直交軸の定理
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