
物理で使う数学 / 積分法



1. 積分のエッセンス

・速さが一定ならば，

（移動距離）＝（速さ）×（時間）
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t (s)
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v-tグラフの色のついた面積が
移動距離sを表している。



1. 積分のエッセンス

v (m/s)

t (s)T0

v = v(t)
・ある物体の速さが一定でないとき，

（移動距離）=（速さ）×（時間）

面積？
v-tグラフの色のついた面積が
移動距離sを表していると考えられる。

?



1. 積分のエッセンス

v (m/s)

t (s)T0

v = v(t)



1. 積分のエッセンス

v (m/s)

t (s)T0

∆T = T/6
v = v(t)

時間Tを6等分してみる。時間間隔を∆Tとして，

t0 t1 t2 t3 t4 t5

∆T

v(t3)

斜線部の面積は，

∆s = v(t3)∆T

6つの長方形の面積の合計は，

v(t0)∆T +v(t1)∆T + +v(t5)∆T
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精度を上げるためには，分割幅∆Tを細かくすればよい（重要）。



1. 積分のエッセンス

v (m/s)

t (s)T0 ∆T

v = v(t)
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1. 積分のエッセンス

v (m/s)

t (s)T0 ∆T

v = v(t)

8等分
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1. 積分のエッセンス

v (m/s)

t (s)T0 ∆T

v = v(t)

13等分
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1. 積分のエッセンス

v (m/s)

t (s)T0 ∆T

v = v(t)

21等分
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1. 積分のエッセンス

v (m/s)

t (s)T0

v = v(t)

∞等分
dt



1. 積分のエッセンス

v (m/s)

t (s)

v(t)

T0

dt

v = v(t) dttvds )(=

微小面積dsは，
ハバがdtで高さがv(t)の長方形。

色がついた部分の面積は，微小面積dsを，
t = 0からt = Tまで寄せ集めて足しあげれ
ばよい。それが積分なのである。

∫ ∫=
T

dttvds
0
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dtという瞬間では速さが一定とみなせ
るので， dtのあいだに移動した微小距
離dsは（速さ）×（時間）である。

t t+dt



1. 積分のエッセンス(まとめ)

v (m/s)

t (s)T0 ∆T

v = v(t)
・ある物体の速さが一定でないとき，

（移動距離）=（速さ）×（時間）

面積
v-tグラフの色のついた面積が
移動距離sを表している。
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2. 定積分と不定積分
一般に，関数y = f(x)があるとき，x = aからx = bまでの区間を細分して，図のような細い帯状部分の

面積f(xn)∆xを求めてこれをx = aからx = bまで集め，分割∆xを無限に細かくした極限を考えると，それ
は青色部分の面積になる。これを，関数f(x)のx = a からx = bまでの積分といい，以下のように表す。
y

f(xn) 

b0

∆x

x
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y = f(x) 
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2. 定積分と不定積分
今，積分の上限を変数と扱い，定数でないことを示すために文字ξを使うと，この積分はξの関数と

考えられる。それをFa(ξ)と書く。

y

ξ0 x

Fa(ξ)

y = f(x) 

a
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ξ

ξ
aa dxxfF )()(

∆ξ

Fa(ξ + ∆ξ)とFa(ξ)との差を考えると，これは
緑色の斜線部の面積に等しいから，

ξξξξξ ∆≈−∆+ )()()( fFF aa

両辺を∆ξで割り， ∆ξ → 0の極限をとり，
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2. 定積分と不定積分(つづき)

)()()(lim
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ξ
ξ

ξξξ
ξ

f
FF aa =

∆
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→∆

左辺はFa(ξ)の微分係数Fa’(ξ)に他ならない。導関数として考え直すため，ξをxと書き直して，
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d

aa または，

つまり，Fa(x)は微分するとf(x)になるような関数である。これをf(x)の原始関数または不定積分という。

ある関数を微分してf(x)になったとすると，それに定数を加えてたものを微分してもf(x)になる。
つまり，付加定数だけ不定である。



2. 定積分と不定積分(つづき)
いま，微分してf(x)になる関数の任意のひとつをF(x)とすると，

)()()( は未定の定数CCbFdxxf
b

a
+=∫

ここで，bがaに等しい場合を考えると左辺はゼロになり，右辺はF(a) + Cと書けるから，

0 = F(a) + C ゆえに，C = − F(a)

が得られる。これをf(x)のaからbまでとった定積分という。

)()()( aFbFdxxf
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a
−=∫

したがって，



3. 積分の基本型

よく現れる関数の原始関数(不定積分)はパッとかけた方がよい。
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4. 部分積分法

∫ ∫ ′−=′ dxxgxfxgxfdxxgxf )()()()()()(

そのまま
積分

微分 積分

例）
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5. 置換積分法

2 2( , ) ( 0)f x a x a− > のとき， とおけ。θsinax =

2 2( , ) ( 0)f x x a a− > のとき， とおけ。θsecax =

2 2( , ) ( 0)f x x a a+ > のとき， とおけ。θtanax =



5. 置換積分法（つづき）

例）
る。を置換積分により求め∫

− 22 xa
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したがって，



6. 微分方程式事始

は定数）とおけ。（ならば， CCeyky
dx
dy kx==

より明らか。kykCe
dx
dy kx ==証明）

6.1  指数関数タイプの微分方程式

6.2  変数分離型の微分方程式

dxxF
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2階線形微分方程式の初歩

02

2
=++ Qx

dt
dxP

dt
xd

において，2つの一次独立な解をx1(t)，x2(t)とするとき，一般解x(t)は，任意定数C1とC2を用いて，

)()()( 2211 txCtxCtx +=

P，Qを定数とする2階線形微分方程式，

の形で表すことができる。

基礎力学Aテキストp198～
付録B 2階微分方程式 参照

x(t) = eλtなる形の基本解を探せ。
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