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減衰振動
減衰振動：単振動に粘性抵抗の影響を加味するとどうなるか？
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減衰振動の運動方程式

粘性抵抗を以下のように表す。
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したがって，次式の微分方程式を解けば減衰振動におけるx = x(t)が得られる。
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減衰振動の運動方程式（微分方程式）を解く
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x(t) = eλtなる形の解を求める。

減衰振動の運動方程式から得られた微分方程式
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だから，これらを(1)へ代入して，
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赤線部分の特性方程式を解いて，

判別式Dにより場合分け



2階線形微分方程式の基本
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において，2つの一次独立な解をx1(t)，x2(t)とするとき，一般解x(t)は，任意定数C1とC2を用いて，
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P，Qを定数とする2階線形微分方程式，

の形で表すことができる。
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付録B 2階微分方程式 参照
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(i) D > 0 のとき，異なる2つの実根が存在する。
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（ただし，A，B：任意の定数）

(ii) D = 0 のとき，重根。

exp(λ1t)とexp(λ2t)なる2つの異な実根をもつとすると，一次結合でつくる関数u，すなわち
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も解となる。ここで，λ2 − λ1 =∆λとおき， ∆λ →0の極限をとると，
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λ2 = λ1 = −γと書き直して，
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(iii) D < 0 のとき，異なる虚根が存在する。
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x(t)は実数でなければならないから，(A − B)は純虚数でなければならない。

今，C1，C2を任意の定数として， ( ) *
2
1, 2121 BiCCAiCBACBA =−=−=−=+ とすれば

)sin(

)sin()cos()(

22
0

22
02

22
01

φγω

γωγω

λ

λ

+−=





 −+−=

−

−

tCe

tCtCetx

t

t

)sin(sincoscossin βαβαβα ±=±
注）三角関数の合成の基本公式



減衰振動のまとめ
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減衰振動の運動方程式から得られた微分方程式
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(iii) D < 0 のとき（減衰振動），

(i) D > 0 のとき（過減衰），

(ii) D = 0 のとき（臨界減衰），
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D < 0（減衰振動）

D ＝ 0（臨界減衰）
D ＞ 0（過減衰）
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D < 0での固有振動数

抵抗力fが無い場合にくらべて小
さくなっている。



角振動数 で振動しながら減衰していくが，ω’ は時間とともに変化しない。

対数減衰率
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(iii) D = γ 2 – ω0
2 < 0 のとき（減衰振動）
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となり，粘性抵抗が無い場合に比べて遅い振動になっている。

x(t + T’) ≠ 0における任意の一点で一周期後の変位の比を求めると，
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となり，一定の割合で減衰していく。上式の自然対数をとり，
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エネルギーの減衰の割合
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減衰振動の運動方程式
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粘性抵抗の項を右辺に移項し，

両辺に をかけると，x
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単振動の力学的エネルギー

力学的エネルギーの時間変化が，粘性抵抗による負の仕事率 に等しくなっている。xxm  ×− γ2

]W[vF
dt

rdF
dt

rdF
dt

dW 











⋅=⋅=
⋅

=

仕事率(Power)：単位時間当たりの仕事

（粘性抵抗＝＞非保存力） 9



一周期の間に失われるエネルギーの割合

今，変位が極大になるところで見てみると，ここでは運動エネルギーがゼロだから，

時刻t = t1でのエネルギーをE1，一周期後の t2 = t1 + T‘でのエネルギーをE2とする。
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減衰振動系のQ値
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γ がω0に比べて十分小さいとき，

対数減衰率ηはγに比例するから，γ がω0に比べて十分小さいとき，
一周期のあいだに失われるエネルギーは
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メモ：x << 1に対して，

においてx = −2ηとおけ。
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