
振動と波動 / 波動方程式とその解



波動とは

• 波動は振動の起こりはじめた部分を中心にして媒質内を全方向に伝わる。
• 波面の進行速度 伝播速度
• 隣り合う同位相の波面間の距離 波長

波動
例）音波など

• 振動状態が媒質中を伝播していく現象
• 媒質を構成する各部分は平衡状態の近傍で微小振動（単振動）している。

波動は非常に大きな自由度をもつ複雑な連成振動

• 縦波：媒質内の各部分の振動方向が波動の進行方向と平行な波動

• 横波：媒質内の各部分の振動方向が波動の進行方向と垂直な波動
例）電磁波、水面波など



波動方程式とその解

ある波の t = 0 での位置 x における平衡状態からの変位を u(x, 0) = f(x) とおく。

x軸上を伝わる波を考える。

この波が形を変えないで，x 軸の正方向に速さ v で移動し，時刻 t になったとする。
この時刻において，t = 0 と同位相の変位は，u(x, t) = f(x − vt) とかける。

0 x x

u (x, t)

u(x, 0) = f(x) u(x, t) = f(x − vt) v



波動方程式とその解
( , ) ( )vu x t f x t= −任意の関数 が波動方程式 の解になっていることを示す。

2 2
2

2 2
u uv

t x
∂ ∂

=
∂ ∂

vx tξ = − とおくと， 1
x
ξ∂

=
∂

v
t
ξ∂

= −
∂

および が成り立つから，

( ) ( ) ( )vu df x t f f
x x x d

ξ ξ ξ
ξ

∂ ∂ ∂ ′= − = =
∂ ∂ ∂

2 2

2 2 ( ) ( ) ( )vu df x t f f
x x x d

ξ ξ ξ
ξ

∂ ∂ ∂ ′ ′′∴ = − = =
∂ ∂ ∂

空間微分について，

( ) ( ) ( )v vu df x t f f
t t t d

ξ ξ ξ
ξ

∂ ∂ ∂ ′= − = = −
∂ ∂ ∂

( )
2 2

2
2 2 ( ) ( ) ( )v v vu df x t f f

t t t d
ξ ξ ξ

ξ
∂ ∂ ∂ ′ ′′∴ = − = − =
∂ ∂ ∂

時間微分について，

2 2
2

2 2
u uv

t x
∂ ∂

∴ =
∂ ∂

波動方程式



波動方程式とその解
同様にして，−x軸方向に伝わる波は であり，これも の解になっている。( , ) ( )g vu x t x t= +

2 2
2

2 2
u uv

t x
∂ ∂

=
∂ ∂

vx tη = + とおくと， 1
x
η∂

=
∂

v
t
η∂

=
∂および が成り立つから，

( ) ( ) ( )g v g gu dx t
x x x d

η η η
η

∂ ∂ ∂ ′= + = =
∂ ∂ ∂

2 2

2 2 ( ) ( ) ( )g v g gu dx t
x x x d

η η η
η

∂ ∂ ∂ ′ ′′∴ = + = =
∂ ∂ ∂

空間微分について，

( ) ( ) ( )g v g vgu dx t
t t t d

η η η
η

∂ ∂ ∂ ′= + = =
∂ ∂ ∂

( )
2 2

2
2 2 ( ) ( ) ( )g v vg v gu dx t

t t t d
η η η

η
∂ ∂ ∂ ′ ′′∴ = + = =
∂ ∂ ∂

時間微分について，

2 2
2

2 2
u uv

t x
∂ ∂

∴ =
∂ ∂



重ね合わせの原理
も の解になっている。( , ) ( ) ( )v g vu x t f x t x t= − + +
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波動関数の一般解 ( , ) ( ) ( )v g vu x t f x t x t= − + +

媒質中を2つ以上の波動が伝わっている時，媒質中の任意の点の変位
は各々の波動による変位を加えたものを変位とする波動となる。 重ね合わせの原理

= u(x, t)

= u(x, t)



波動方程式の解としての正弦波（波長と波数）
正弦波 ( ){ }( , ) ( ) sinv vu x t f x t A k x t φ= − = − +
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時刻 t = 一定として x の関数と見なす。いま， とすれば，
2x x
k
π

→ +

2
k
π

位置を だけずらすと元の値に戻るから， は正弦波の波長λと見なせる。
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波動方程式の解としての正弦波（周期と周波数）
正弦波 ( ){ }( , ) ( ) sinv vu x t f x t A k x t φ= − = − +

位置 x = 一定として t の関数と見なす。 ω = kvとおき， とすれば，
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波動方程式の解としての正弦波（位相速度）
正弦波 ( ){ }( , ) ( ) sinv vu x t f x t A k x t φ= − = − +

1 秒後の変位を考える。 ， とすれば，1t t→ +

1 秒後の変位は，今いる位置から v だけ離れたところの変位と同じ。v は速さを意味する。
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波動方程式の解としての正弦波
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となり，正弦波は波動方程式の解
（波動関数）になっている。
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ω = kvであるから，

時間微分

{ }sin( ) cos( )u A kx t A kx t
t t

ω φ ω ω φ∂ ∂
= − + = − − +

∂ ∂

{ }
2

2 2
2 cos( ) sin( ) ( , )u A kx t A kx t u x t

t t
ω ω φ ω ω φ ω∂ ∂

= − − + = − − + = −
∂ ∂

空間微分

{ }sin( ) cos( )u A kx t kA kx t
x x

ω φ ω φ∂ ∂
= − + = − +

∂ ∂

{ }
2

2 2
2 cos( ) sin( ) ( , )u kA kx t k A kx t k u x t

x x
ω φ ω φ∂ ∂

= − + = − − + = −
∂ ∂



波動方程式（一次元）の例
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波動の伝播速度が，媒質の物理的性質のみ
で決まる波を「分散のない波」という。

波動の伝播速度が，媒質の物理的性質だけ
でなく，波長（や振動数）にも依存する波
を「分散のある波」という。
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